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Resumo
VALENTIM JR., Carlos Alberto. Generalização da termoacústica linear de Rott a partir de um
modelo de ordem fracionária. 2018. 118p. Dissertação de Mestrado. Faculdade de Engenharia
Mecânica, Universidade Estadual de Campinas, Campinas.
As máquinas termoacústicas são geralmente consideradas ferramentas viáveis
dentro do contexto de regeneração de energia. O modelo analítico mais usado para a pro-
pagação da onda de pressão em dispositivos termoacústicos é o desenvolvido por Nikolaus
Rott, representado por uma equação diferencial linear de segunda ordem. Neste trabalho,
propõe-se uma generalização da equação de Rott por meio do cálculo de ordem fracionária, ou
não-inteira. Uma solução para a equação generalizada é proposta e verificada por simulações de
motores termoacústicos, que indicam possíveis vantagens de uma ordem fracionária ajustável
com dados experimentais, posto o fato que tal ordem possa cobrir não-linearidades e efeitos de
complexidades geométricas geralmente observadas em plataformas de teste. Diferentes valores
de ordem fracionária são testados e comparados tanto ao modelo de ordem inteira quanto aos
dados de origem experimental.
Palavras-chave: cálculo fracionário, termoacústica, regeneração de energia.
Abstract
VALENTIM JR., Carlos Alberto. Generalization of Rott’s linear thermoacoustics from a
fractional order model. 2018. 118p. Master’s dissertation. School of Mechanical Engineering,
University of Campinas, Campinas.
Thermoacoustic engines are often investigated as viable alternatives within the
context of energy regeneration. The most widely analytical model for pressure wave propaga-
tion in thermoacoustic devices is the second order linear model developed by Nikolaus Rott.
In this work, we propose a generalization of Rott’s equation by means of the non-integer
order calculus, or fractional calculus. A solution for this generalized equation is also proposed
and verified by simulations of thermoacoustic engines, which indicate potential advantages
of a fractional order adjustable with experimental data, as it may cover nonlinearities and
effects of geometrical complexities usually observed in test rigs. Different values of frac-
tional orders are tested and compared to both the integer order model and the experimental data.
Keywords: fractional calculus, thermoacoustics, energy regeneration.
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1 INTRODUÇÃO
As máquinas termoacústicas são frequentemente consideradas ferramentas viáveis
dentro do contexto de regeneração de energia, em grande parte devido a sua capacidade de apro-
veitar energia disponível proveniente de fontes de calor de baixa qualidade (Yang et al., 2018).
Esses dispositivos também possuem uma menor suscetibilidade a falhas e desgastes em razão da
quase ausência de partes móveis e ao fato de operar sem mudança de fase em seu fluido de tra-
balho, o que permite seu funcionamento a partir de baixas diferenças de temperaturas (de Blok,
2010). Tal conjunto de características possibilita que as máquinas termoacústicas destaquem-se
dentro do contexto de regeneração de energia, que por sua vez é um assunto amplamente abor-
dado, com um extenso grupo de aplicações que vai desde a cogeração de vapor em uma planta
industrial até a produção de calor a partir de discos de freios em automóveis. (Yang et al., 2009)
O interesse na regeneração é sempre recorrente devido ao apelo ecológico de obter
uma eficiência energética maior em cada processo com o menor impacto ambiental possível. Em
um exemplo de possível aplicação nesse contexto pode-se citar os gases de exaustão proveni-
entes de motores de combustão interna, que ainda possuem energia disponível que é inutilizada
quando esses gases são dispensados na atmosfera (Al-Najem e Diab, 1992). Um dispositivo aco-
plado ao motor pode de alguma forma extrair parte da energia livre dos gases antes de liberá-los
e realimentar esse potencial energético ao automóvel. Tal realimentação poderia, por exemplo,
ser realizada na forma de energia elétrica para recarregar a bateria do veículo, de modo a dimi-
nuir a parcela de energia proveniente do trabalho de eixo do motor e convertida pelo alternador.
Essa energia regenerada poderia aumentar o desempenho do sistema dependendo do quão efici-
ente é a conversão, como mostrado no trabalho sobre substituição de alternadores de Bradfield
(2008). É importante apontar, no entanto, que mesmo que o aproveitamento de energia desper-
diçada seja importante, o sistema de exaustão como um todo pode possuir baixa disponibili-
dade de energia térmica, o que motiva o desenvolvimento de um dispositivo que seja capaz de
operar sujeito a tais restrições. O motor termoacústico (MTA) pode funcionar como uma boa
alternativa para atender essas demandas graças a suas características citadas anteriormente. Em
contra-partida, é sabido também que os MTAs atuais ainda possuem uma performance inferior
a outros motores térmicos, o que limita a viabilidade de sua aplicação (Swift, 2002; Arafa et al.,
2011). Não obstante, dentro do contexto estabelecido, a aplicação do MTA ainda possui valor de
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interesse, uma vez que independentemente da eficiência do processo a energia produzida seria
inutilizada de qualquer forma quando os gases de exaustão fossem liberados para a atmosfera.
O MTA é um dispositivo no qual um fluido de trabalho no estado gasoso é mantido
pressurizado. Geralmente, é composto por um núcleo com material poroso, onde ocorre o efeito
termoacústico, guias de onda e um alternador linear (responsável pela conversão da potência
acústica gerada no núcleo em eletricidade). O efeito supracitado consiste na interação entre o
fluido e a superfície sólida do material poroso, e tem como resultado a conversão entre calor e
potência acústica. É interessante destacar que, como em outros tipos de máquinas termodinâmi-
cas, existem aparatos capazes de operar com o sentido de conversão invertida, obtendo refrige-
ração a partir de um campo acústico, os chamados refrigeradores termoacústicos (Bannwart e
Arruda, 2009). No caso do MTA, a produção de energia acústica é deflagrada quando um gradi-
ente de temperatura suficientemente grande é imposto ao longo da superfície do sólido (Swift,
2002). A quantidade de energia produzida e a eficiência do motor são dependentes de diversos
fatores, como pressurização, características do fluido de trabalho, disponibilidade da área de
interação do material (avaliados através de sua porosidade e geometria) e temperatura máxima
do gradiente imposto (Arafa et al., 2011).
Comumente, a aproximação linear definida por Nikolaus Rott é utilizada para mo-
delar a propagação de pressão acústica dentro de dispositivos termoacústicos (Rott, 1969). No
contexto do estudo realizado nesta dissertação, o calor transferido pelo gradiente de temperatura
imposto ao material poroso do núcleo termoacústico é oriundo dos gases de exaustão de um mo-
tor de combustão interna acoplado ao dispositivo, com o calor extra liberado para a atmosfera
através de sistemas de transferência de calor convencionais. É importante apontar que embora
essa aplicação de MTA já tenha sido investigada anteriormente (Gardner e Howard, 2009), a
motivação principal deste trabalho vislumbra utilizar o cálculo de ordem não-inteira, ou cálculo
fracionário (CF), para realizar a modelagem de um motor termoacústico passível de aplicação
a esse contexto.
Consequentemente, o cerne da investigação registrada aqui é o uso de conceitos
do CF para generalizar a equação de propagação proposta por Rott. O CF, que é a generaliza-
ção do cálculo de ordem inteira tradicional, é utilizado para construir modelos fracionários ou
generalizados por meio de derivadas e integrais, que podem assumir ordens não-inteiras e até
complexas (Oldham e Spanier, 1974). Ao longo da história do cálculo, vários matemáticos e fí-
sicos de renome contribuíram com diversas definições e abordagens ao assunto (Machado et al.,
2011), permitindo que os pesquisadores na área escolham a definição que melhor se encaixa ao
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fenômeno físico sob investigação (David et al., 2011). Neste trabalho, por exemplo, todas as
derivadas fracionárias foram avaliadas de acordo com a abordagem de Caputo, baseada na de-
finição de Riemann-Liouville, porque além de seus requerimentos de convergência permitirem
a diferenciação de um amplo leque de funções, seu tratamento da diferenciação de constantes é
útil no trabalho de problemas de valor inicial (Herrmann, 2014), como será discutido com maior
ênfase em seções posteriores.
Geralmente, a abordagem utilizada para obter um modelo fracionário que possa
fazer a descrição mais refinada de um fenômeno é substituir as derivadas de ordem inteira
de equações diferenciais que regem tal fenômeno por ordens não-inteiras (Agrawal, 2002; Al-
Khaled e Momani, 2005). Isso tem como consequência a criação de uma equação de ordem não-
inteira, ou arbitrária, que deve ser resolvida por meio de métodos matemáticos de modo que uma
solução generalizada seja obtida. No entanto, a obtenção dessas soluções nem sempre é trivial,
devido à existência das várias definições envolvendo o cálculo fracionário e complexidade das
equações diferenciais generalizadas (Camargo, 2009).
A intenção de utilizar uma modelagem fracionária neste trabalho originou-se a par-
tir do aumento significativo de estudos em que houve obtenção de sucesso na utilização do CF
como ferramenta. Esse aumento expressivo é devido principalmente à crescente expansão do po-
derio computacional nas últimas décadas, sendo que as áreas com o maior número de trabalhos
incluem processamento de sinal, modelagem e controle, problemas de difusão ou oscilatórios,
entre outros (Machado et al., 2011). Dentre esses trabalhos, alguns indicam que ao menos para
certos tipos de aplicação modelos fracionários podem ser mais versáteis quando comparados
com seus equivalentes de ordem inteira (David et al., 2016b, 2017). Eles podem também alcan-
çar um melhor ajuste em relação a resultados experimentais (Di Paola et al., 2011), cobrir uma
gama maior de comportamentos visco-elásticos (David e Katayama, 2013), ou auxiliar no pro-
jeto de controladores PID com melhor performance (David et al., 2016a). Em outros estudos,
mesmo que modelos fracionários não obtenham necessariamente melhores resultados, eles po-
dem funcionar como alternativas na obtenção de produtos ao menos equivalentes aos de ordem
inteira, como nessa análise de variáveis contínuas por Royston et al. (1999).
Ao longo dos referidos trabalhos, é possível observar como a modelagem a partir
do cálculo fracionário pode exibir vantagens que dependem diretamente da natureza do fenô-
meno físico sendo investigado. Consequentemente, a ideia aqui é investigar as nuances de uma
modelagem fracionária dentro de aplicações termoacústicas. Portanto, o modelo generalizado
é desenvolvido a partir do modelo linear de Rott, funcionando como uma caixa-preta com um
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valor de entrada 𝛼 que influencia diretamente na ordem de derivação da equação diferencial do
sistema trabalhado. Sabe-se que o modelo proposto por Rott possui certas limitações, não sendo
capaz por exemplo de expressar não-linearidades causadas por altas magnitudes de oscilação da
pressão acústica ou tortuosidades presentes no material poroso do núcleo termoacústico (Swift,
1992). A ideia é que uma ordem não-inteira de diferenciação no modelo contemple alguns des-
ses comportamentos não-lineares não identificados pela modelagem tradicional. Além disso,
uma vantagem adicional do modelo generalizado é que a ordem 𝛼 funciona como um fator
extra de ajuste, o que permite a realização de um fitting mais fiel ao modelo físico.
Desse modo, este trabalho tem como objetivo principal propor uma aplicação do CF
como recurso para uma modelagem alternativa de modelo termoacústico. Uma generalização da
equação de propagação de pressão de Nikolaus Rott é proposta utilizando as ordens arbitrárias
𝛼 e 2𝛼. Uma solução desta equação generalizada é derivada e usada para modelar alguns casos
envolvendo MTAs, que são simulados e confrontados com seus modelos lineares. O modelo
generalizado é então utilizado para calcular a propagação de pressão em um MTA otimizado
para regimes com e sem aquecimento com diferentes ordens arbitrárias e validado aos dados
experimentais obtidos por Bannwart et al. (2013).
Finalmente, esta dissertação organiza-se da seguinte maneira: o segundo capítulo
apresenta ao leitor uma breve revisão bibliográfica dos principais conceitos envolvendo o cál-
culo de ordem não-inteira e a termoacústica. No terceiro capítulo, apresenta-se a equação de
difusão-convecção, que é um tipo de generalização da equação da onda amplamente discutida
no âmbito do cálculo fracionário e funciona como uma introdução à aplicação dos conceitos
do CF a modelos propagativos e dissipativos. O capítulo quatro contém o cerne da modelagem
desenvolvida, mostrando detalhadamente a abordagem escolhida para solucionar a equação de
Rott generalizada e as maiores diferenças entre os modelos fracionários e de ordem inteira. O
quinto capítulo apresenta a comparação de dados originados experimentalmente com os cal-
culados a partir do modelo generalizado utilizando diferentes ordens arbitrárias para um MTA
otimizado. Por fim, o sexto e último capítulo registra as conclusões obtidas sobre o estudo e
seus prospectos.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA
Neste capítulo, apresentam-se alguns dos conceitos necessários para apreciação do
trabalho realizado durante o mestrado. De forma geral, a primeira parte atém-se a uma intro-
dução básica aos principais aspectos do cálculo fracionário, com uma descrição sucinta de sua
origem e contexto histórico, os principais conceitos relacionados à aplicação da ferramenta e
um breve resumo sobre o estado-da-arte do assunto, com casos importantes de aplicações bem-
sucedidas. Por sua vez, a segunda parte do capítulo tem como objetivo apresentar ao leitor a
origem e o contexto histórico dos dispositivos termoacústicos, expondo também de forma bá-
sica os conceitos envolvidos no efeito termoacústico.
2.1 O cálculo fracionário
O cálculo fracionário (CF) ou cálculo de ordem arbitrária (COA) pode ser conside-
rado uma extensão natural do cálculo de ordem inteira tradicional, posto o fato de que é uma
área de análise matemática que investiga e aplica conceitos do cálculo diferencial e integral
de ordem não inteira, e tem suas origens enraizadas ao nascimento de sua contra-parte mais
conhecida.
2.1.1 Origem e contexto histórico
O cálculo de ordem fracionária pode ser considerado quase tão antigo quanto o cál-
culo tradicional, aparecendo pela primeira vez em correspondências entre L’Hôpital e Leibniz
no final do século XVII (Ross, 1977). Ainda que com uma origem datada há tanto tempo, o
CF teve um desenvolvimento bastante lento se comparado com sua contra-parte de ordem in-
teira. Somente mais de cem anos após esse primeiro registro houve a primeira definição formal
para uma derivada de ordem fracionária, realizada por Laplace e Lacroix (Domingues, 2005).
Mais tarde, Fourier também apresentou a sua expressão matemática para uma derivada de or-
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dem arbitrária. Porém somente em 1823, quando Niels Henrik Abel usou o conceito de uma
derivada fracionária para resolver uma integral envolvendo o problema da curva tautocrônica,
foi registrada a primeira utilização do CF em uma aplicação (Ross, 1977).
Mais tarde, Riemann e Liouville definiram duas das mais conhecidas e populares
formulações para integrais e derivadas fracionárias (Oldham e Spanier, 1974). No entanto, o
cenário das definições fracionárias realmente mudou de vez quando Caputo (1967) sugeriu
uma nova abordagem a partir da formulação de Riemann, incorporando desta vez condições
inicias de ordem inteira na resolução de equações diferenciais de ordem fracionária. Tal mu-
dança permitiu uma maior fidelidade a problemas físicos modelados por equações diferenciais,
o que difundiu em grande escala a abordagem de Caputo.
É interessante apontar que mesmo com tantos notáveis matemáticos e físicos li-
dando com o tema, o assunto ainda é bastante desconhecido por uma boa parte da comunidade
científica, o que pode ser justificado pela complexidade inerente de suas definições, o que à
época, sem o auxílio de aproximações numéricas bem desenvolvidas, levou ao afastamento do
assunto e à ausência do mesmo em bases curriculares de ensino (Oldham e Spanier, 1974). His-
toricamente, pode-se afirmar que apenas no início do século XX surgiram as primeiras grandes
publicações a respeito do tema (Machado et al., 2010a,b), com os principais aspectos da histó-
ria e conceitos do CF sendo encontrados em materiais clássicos escritos por Oldham e Spanier
(1974), Ross (1977) e, mais recentemente, em trabalhos por David et al. (2011), Capelas de
Oliveira e Machado (2014).
2.1.2 Conceitos fundamentais
Posto o fato de que o CF é uma generalização do cálculo de ordem inteira, é natu-
ral que para introduzir seus conceitos fundamentais seja necessário apresentar primeiramente
outras generalizações mais simples e conhecidas. Portanto, assim como é possível dizer que os
números reais são uma extensão dos números naturais e inteiros, o mesmo pode ser aplicado a
algumas ferramentas matemáticas (Herrmann, 2014). Considera-se então o fatorial
𝑛! = 1× 2× 3× · · · × 𝑛 =
𝑛∏︁
𝑗=1
𝑗, (2.1)
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e seguindo as propriedades
0! = 1
𝑛! = 𝑛(𝑛− 1)!
Essa definição de fatorial abrange somente números naturais, restringindo assim o
domínio de aplicação da ferramenta. Como generalização, introduziu-se a função gama, que
pode ser representada para números complexos na forma
Γ(𝑧) = lim
𝑛→∞
𝑛!𝑛𝑧
𝑧(𝑧 + 1)(𝑧 + 2) . . . (𝑧 + 𝑛)
, (2.2)
e para ℜ(𝑧) > 0, na sua forma de representação integral (mais popular)
Γ(𝑧) =
∫︁ ∞
0
𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡. (2.3)
Assim como o fatorial para números naturais, a função gama também tem proprie-
dades úteis, como
Γ(1 + 𝑧) = 𝑧Γ(𝑧),
e a associação direta com fatoriais de números naturais
Γ(1 + 𝑛) = 𝑛!
Na mesma linha de raciocínio, a função exponencial de Euler
𝑒𝑧 =
∞∑︁
𝑛=0
𝑧𝑛
𝑛!
(2.4)
também pode ser generalizada substituindo justamente o seu componente fatorial por uma fun-
ção gama
𝑒𝑧 =
∞∑︁
𝑛=0
𝑧𝑛
Γ(1 + 𝑛)
, (2.5)
introduzindo assim a chamada função de Mittag-Leffler para ℜ(𝛼) > 0 (Mittag-Leffler, 1903)
𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0
𝑧𝑛
Γ(1 + 𝑛𝛼)
, (2.6)
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e estendida com dois parâmetros para ℜ(𝛼) > 0 (Wiman, 1905)
𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0
𝑧𝑛
Γ(𝑛𝛼 + 𝛽)
. (2.7)
A função Mittag-Leffler é tão importante para o CF quanto as exponenciais são
para o cálculo de ordem inteira, posto o fato que ela é comumente empregada para represen-
tar a solução de diversos problemas matemáticos e físicos fracionários. Isso ocorre porque um
grande número de funções simples e comuns são casos particulares dessa generalização. Assim,
diversos pesquisadores dedicaram parte de suas carreiras em explorar seus usos e particularida-
des (Camargo, 2009; Valério et al., 2013; Gorenflo et al., 2014).
Considera-se então a definição básica de uma derivada convencional
𝑔(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑥). (2.8)
Admitindo, por exemplo, que 𝑓(𝑥) é uma função de 𝑥𝑘, a derivada acima resulta em
𝑑
𝑑𝑥
𝑥𝑘 = 𝑘𝑥𝑘−1, (2.9)
que pode ser escrita em uma forma generalizada para todos os números 𝑛 ∈ N
𝑑𝑛
𝑑𝑥𝑛
𝑥𝑘 =
𝑘!
(𝑘 − 𝑛)!𝑥
𝑘−𝑛. (2.10)
Utilizando o conceito da função gama apresentado anteriormente, ao considerar que
a ordem 𝑛 pode ser arbitrária ao ponto de incluir valores não inteiros, escreve-se a relação dada
pela Eq. 2.10 na forma
𝑑𝛼
𝑑𝑥𝛼
𝑥𝑘 =
Γ(1 + 𝑘)
Γ(1 + 𝑘 − 𝛼)𝑥
𝑘−𝛼 𝑥 ≥ 0, 𝑘 ̸= −1,−2,−3, . . . , (2.11)
na qual restringe-se 𝑥 ≥ 0 e 𝑘 diferente de números inteiros negativos para assegurar a singu-
laridade da definição de derivada fracionária (posto o fato que considerando 𝑥 real e a partir
da definição da função gama apresentada, 𝑧 não pode ser igual a zero ou negativo e inteiro
para a integral da Eq. 2.3 convergir). Essa abordagem intuitiva foi aplicada ao longo da his-
tória a diversos tipos de funções, naturalmente cada qual com suas distintas particularidades.
Devido ao fato de que as definições utilizadas neste trabalho terem sido as de Caputo, essa re-
visão bibliográfica concentra-se nas abordagens responsáveis pela origem de tal definição, as
propostas de Riemann e Liouville. Outras abordagens também importantes, como as de Weyl e
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Grünwald-Letnikov, foram omitidas, podendo ser consultadas na literatura (Capelas de Oliveira
e Machado, 2014).
No entanto, antes de definir formalmente as derivadas fracionárias, apresentam-se as
definições relacionadas à integral fracionária, como proposto na didática seguida por Herrmann
(2014). Assim, usa-se 𝑎𝐼 para o operador de integração convencional no domínio 𝑎 na forma
𝑎𝐼𝑓 =
∫︁ 𝑥
𝑎
𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.12)
Considera-se então uma integração de uma função como uma operação inversa da
diferenciação (︂
𝑑
𝑑𝑥
)︂
(𝑎𝐼)𝑓 = 𝑓. (2.13)
A definição das integrais fracionárias tem como ponto de partida uma integral múl-
tipla do tipo
𝑎𝐼
𝑛𝑓 =
∫︁ 𝑥𝑛
𝑎
∫︁ 𝑥𝑛−1
𝑎
· · ·
∫︁ 𝑥1
𝑎
𝑓(𝑥0)𝑑𝑥0 . . . 𝑑𝑥𝑛−1, (2.14)
que representa a sucessiva anti-diferenciação de uma função contínua 𝑓(𝑥). A partir do Teorema
Integral de Cauchy e do Teorema Fundamental do Cálculo é possível (Folland, 2002) representar
a Eq. 2.14 de uma forma mais conveniente, escrevendo assim a fórmula integral de Cauchy:
𝑎𝐼
𝑛𝑓(𝑥) =
1
(𝑛− 1)!
∫︁ 𝑥
𝑎
(𝑥− 𝜉)𝑛−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.15)
Essa forma pode ser estendida para o caso fracionário na forma:
𝑎𝐼
𝛼
+𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ 𝑥
𝑎
(𝑥− 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.16)
𝑏𝐼
𝛼
−𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ 𝑏
𝑥
(𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.17)
Nas equações acima, 𝑎 e 𝑏 determinam respectivamente a fronteira inferior e su-
perior do domínio da integral, sendo que a Eq. 2.16, chamada de "left-handed", é válida para
𝑥 > 𝑎 e coleta valores da função para 𝜉 < 𝑥. A Eq. 2.17, por sua vez, chama-se "right-handed"
e vale para 𝑥 < 𝑏, coletando os valores da função em que 𝜉 > 𝑥.
A escolha das constantes 𝑎 e 𝑏 diferencia fundamentalmente as duas mais usadas
definições de integral fracionária: A integral fracionária de Liouville, onde se define 𝑎 = −∞ e
𝑏 = +∞:
𝐿𝐼
𝛼
+𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ 𝑥
−∞
(𝑥− 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.18)
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𝐿𝐼
𝛼
−𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ +∞
𝑥
(𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.19)
E a integral fracionária de Riemann, onde se define 𝑎 = 0 e 𝑏 = 0,
𝑅𝐼
𝛼
+𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ 𝑥
0
(𝑥− 𝜉)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.20)
𝑅𝐼
𝛼
−𝑓(𝑥) =
1
Γ(𝛼)
∫︁ 0
𝑥
(𝜉 − 𝑥)𝛼−1𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.21)
Sob um ponto de vista prático, a distinção entre as definições de Riemann e Liou-
ville pode ser observada a partir da diferenciação de algumas funções específicas que resultarão
em soluções significativamente diferentes, dependendo da abordagem escolhida.
A partir da definição das integrais fracionárias obtém-se as derivadas fracionárias.
Assim, utiliza-se da notação para o operador de derivação fracionário
𝑑𝛼
𝑑𝑥𝛼
= 𝐷𝛼 (2.22)
para introduzir o conceito de ordem de operação entre derivadas e integrais. Por exemplo,
considera-se a seguinte ordem de operação:
𝐷𝛼 = 𝐷𝑚𝐷𝛼−𝑚 =
𝑑𝑚
𝑑𝑥𝑚
𝑎𝐼
𝑚−𝛼 𝑚 ∈ N. (2.23)
Tal notação implica que uma derivada fracionária pode ser interpretada como uma
integral fracionária seguida por uma derivada convencional. Desse modo, a partir do momento
em que a definição de uma integral fracionária é estabelecida, a derivada fracionária também é.
Outra ordem de operação considerada é chamada de sequência de operadores invertidos, dada
por
𝐷𝛼 = 𝐷𝛼−𝑚𝐷𝑚 =𝑎 𝐼𝑚−𝛼
𝑑𝑚
𝑑𝑥𝑚
𝑚 ∈ N, (2.24)
e leva a uma decomposição alternativa da derivada fracionária em uma derivada convencional
seguida por uma integral fracionária. Obviamente, ambas decomposições podem levar a resul-
tados diferentes.
A partir dessas decomposições é possível entender o mecanismo de como a não-
localidade funciona no CF. A derivada convencional é o operador local e a derivada fracionária
deve ser então entendida como a inversão da integração fracionária, que é uma operação não-
local. Como consequência, as abordagens de integrais fracionárias para Liouville e Riemann
geram diferentes definições de derivadas fracionárias dependendo da ordem de decomposição
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seguida. Assim, para 0 < 𝛼 ≤ 1 obtém-se a definição de derivada fracionária de Liouville
usando as Eqs. 2.18 e 2.19 e a sequência de operadores da Eq. 2.23:
𝐿𝐷
𝛼
+𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
𝐿𝐼
1−𝛼
+ 𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 𝑥
−∞
(𝑥− 𝜉)−𝛼𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.25)
𝐿𝐷
𝛼
−𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
𝐿𝐼
1−𝛼
− 𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ +∞
𝑥
(𝜉 − 𝑥)−𝛼𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.26)
Para a definição de Riemann usam-se as Eqs. 2.20 e 2.21 e a sequência de operado-
res da Eq. 2.23:
𝑅𝐷
𝛼
+𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
𝑅𝐼
1−𝛼
+ 𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 𝑥
0
(𝑥− 𝜉)−𝛼𝑓(𝜉)𝑑𝜉, (2.27)
𝑅𝐷
𝛼
−𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
𝑅𝐼
1−𝛼
− 𝑓(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 0
𝑥
(𝜉 − 𝑥)−𝛼𝑓(𝜉)𝑑𝜉. (2.28)
No caso da sequência de operadores ser invertida, como na Eq. 2.24, obtém-se a
derivada de Caputo-Liouville:
𝐿𝐶𝐷
𝛼
+𝑓(𝑥) = 𝐿𝐼
1−𝛼
+
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑥) =
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 𝑥
−∞
(𝑥− 𝜉)−𝛼𝑑𝑓(𝜉)
𝑑𝜉
𝑑𝜉, (2.29)
𝐿𝐶𝐷
𝛼
−𝑓(𝑥) = 𝐿𝐼
1−𝛼
−
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑥) =
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ +∞
𝑥
(𝜉 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑓(𝜉)
𝑑𝜉
𝑑𝜉. (2.30)
Finalmente, utilizando mais uma vez a sequência de operador invertido na definição
de integral fracionária de Riemann, obtém-se a derivada fracionária de Riemann com operador
invertido ou simplesmente a derivada fracionária de Caputo:
𝑅𝐶𝐷
𝛼
+𝑓(𝑥) = 𝑅𝐼
1−𝛼
+
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑥) =
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 𝑥
0
(𝑥− 𝜉)−𝛼𝑑𝑓(𝜉)
𝑑𝜉
𝑑𝜉, (2.31)
𝑅𝐶𝐷
𝛼
−𝑓(𝑥) = 𝑅𝐼
1−𝛼
−
𝑑
𝑑𝑥
𝑓(𝑥) =
1
Γ(1− 𝛼)
∫︁ 0
𝑥
(𝜉 − 𝑥)−𝛼𝑑𝑓(𝜉)
𝑑𝜉
𝑑𝜉. (2.32)
Nota-se que como essa é a definição a ser utilizada em todo o resto do trabalho,
a partir daqui o seu operador será simplesmente 𝐷𝛼 ao invés de 𝑅𝐶𝐷𝛼. Ainda, alguns autores
colocam um subscrito do lado direito do operador para representar a variável independente da
operação. Vale dizer também que em todas as operações deste trabalho a equação utilizada
será a left-handed, representada na Eq. 2.31, já que todos os modelos contruídos aqui utilizarão
como referência inicial 𝑥 = 0, ou seja, 𝑎 = 0. Essa definição ficou amplamente conhecida
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como derivada de Caputo, aparecendo pela primeira vez na década de 60 (Caputo, 1967). Sua
utilidade na modelagem de problemas físicos e soluções generalizadas de equações diferenciais
é recorrente pelo fato de que caso 𝑓(𝑥) seja uma constante, ao aplicar a definição de Riemann,
obtém-se
𝑅𝐷
𝛼
+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡
Γ(1− 𝛼)𝑥
−𝛼, (2.33)
enquanto, no caso da derivada de Caputo obtém-se
𝐷𝛼+𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 0, (2.34)
o que mantém a fidelidade de modelos de ordem inteira para condições de contorno constantes
e justifica a escolha de tal abordagem.
Um outro atributo útil das derivadas fracionárias em relação a este trabalho é que
elas podem ser aplicadas em analogia às bem conhecidas expansões em séries de Taylor, de
modo que cada uma das definições apresentadas acima possua um tratamento distinto em rela-
ção a séries. Portanto, considerando a função
𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0
𝑎𝑘𝑥
𝑘𝛼, (2.35)
a derivada segundo Caputo da expressão pode ser escrita como
𝑑𝛼
𝑑𝑥𝛼
𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0
𝑎𝑘+1
Γ[1 + (𝑘 + 1)𝛼]
Γ(1 + 𝑘𝛼)
𝑥𝑘𝛼. (2.36)
Essa relação será tratada com maiores detalhes no Capítulo 4, em que a solução generalizada
para a equação de propagação de Rott será proposta.
2.1.3 Estado da arte em cálculo fracionário
O CF tem sido amplamente utilizado como ferramenta em estudos relevantes a di-
versas áreas do conhecimento. Uma consulta a qualquer base de periódicos científicos que for-
neça dados estatísticos sobre a evolução de determinado tema no meio acadêmico pode cor-
roborar tal fato. Somente em 2017, 770 artigos em periódicos envolvendo o assunto foram
publicados, segundo o Scopus, com esse número crescendo rapidamente na última década. Al-
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guns autores publicaram trabalhos registrando essa rápida popularização do CF (Machado et al.,
2011; Machado e Kiryakova, 2017) e o surgimento de livros completos sobre a aplicação do CF
escritos especificamente para determinados tipos de leitores e áreas tem sido cada vez mais co-
mum (Hilfer, 2000; Ortigueira, 2011; Herrmann, 2014; Camargo e Capelas de Oliveira, 2015;
Baleanu et al., 2016)
Dentre as áreas de aplicações, modelos de sistemas dinâmicos e controle envol-
vendo o CF têm sido objetos de intensa investigação. Problemas que lidam com viscoelasti-
cidade, por exemplo, têm sido frequentemente investigados à luz do CF, já que os modelos
fracionários parecem possuir um desempenho melhor em descrever absorvedores de vibrações
definidos a partir de materiais viscoelásticos conhecidos (Catania et al., 2008; de Espíndola
et al., 2009). Em relação ao controle de sistemas dinâmicos, uma comparação entre diferentes
ordens de controladores PID foi realizada por Silva e Machado (2006). O controlador de ordem
fracionária para o esquema força/posição de robôs também foi estudado por Machado e Aze-
nha (1998). Modelagens de controladores PID fracionários também foram propostos por David
et al. (2016a) para melhorar a resposta de sistemas supressores de oscilações na aquisição de
imagens em terrenos acidentados.
O CF também tem sido utilizado em trabalhos relacionados à descrição matemática
de fenômenos de difusão e propagação em problemas físicos, como o processo de difusão-onda,
que será abordado em mais detalhes na Seção 3. Mainardi (1996) propôs versões dos fenôme-
nos de relaxação e oscilação fracionárias, enquanto El-sayed (1996), Schneider e Wyss (1989)
dedicaram parte de suas carreiras em estudar o fenômeno da chamada equação de onda-difusão
e propor soluções para a mesma. Um outro trabalho considera esse tipo de fenômeno utilizando
condições periódicas e representando as soluções na forma de funções de Mittag-Leffler (Costa
e Capelas de Oliveira, 2012). Em relação à termoacústica, Sugimoto (1991) utilizou uma deri-
vada fracionária de ordem 1/2 na equação de Burgers para análise de dissipação local e não-
local. Em outro trabalho, o autor utilizou alguns dos resultados dessa primeira análise para
investigar as equações de propagação termoacústicas em um canal ou tubo sob um gradiente de
temperatura (Sugimoto, 2010).
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2.2 Termoacústica
A termoacústica é uma área da acústica na qual se faz o estudo da interação entre um
fluido e um sólido com o intuito de gerar potência acústica, no caso de motores, ou refrigeração,
no caso de refrigeradores termoacústicos. Independentemente de seu tipo, as máquinas termo-
acústicas são tipicamente compostas por um tubo com algum material poroso no seu interior
imerso em um fluido de trabalho, que pode estar pressurizado ou não.
2.2.1 Origem e contextualização
O primeiro estudo do fenômeno chamado efeito termoacústico foi registrado em
1777, quando uma investigação sobre o assunto foi realizada por Byron Higgins, que operou um
experimento para estudar oscilações em tubos de um órgão utilizando hidrogênio. A partir de
então, diversos pesquisadores tiveram contato direto com o assunto, incluindo Lord Rayleigh,
que forneceu a primeira interpretação qualitativa do tubo de Soundhauss. Na época, o físico
argumentou que as oscilações de temperatura acústicas de um fluido deveriam ser, obrigatori-
amente, fora de fase em relação à posição de sua partícula caso esta estivesse suficientemente
próxima a uma parede com um alto gradiente de temperatura (Swift, 2002).
Em 1962, Carter desenvolveu um tubo de Soundhaus mais eficiente, ou otimizado,
quando utilizou um empilhamento de placas (ou stack) dentro do tubo, o que aumentou a área
disponível para interação termo-viscosa entre as partículas do fluido de trabalho e o material
do stack, melhorando assim a eficácia do dispositivo. Esse experimento revelou os primeiros
indícios da necessidade de um stack ou regenerador, o que impactou os trabalhos seguintes no
assunto. Mais tarde, Nikolaus Rott estabeleceu os fundamentos teóricos da termoacústica ao
elaborar um modelo linear para propagação da pressão acústica em um tubo, considerando a
dinâmica de condução de calor e entropia em um material poroso (Rott, 1969). O seu modelo
é usado para descrever o comportamento operacional de dispositivos termoacústicos até hoje,
mesmo que não contemple fenômenos não-lineares causados por altas amplitudes de pressão e
tortuosidades presentes no material poroso utilizado (Swift, 1992).
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Na década de 1980, uma boa parte da pesquisa realizada em termoacústica teve
origem no Los Alamos National Laboratory, nos Estados Unidos (Swift, 1988). O software
Delta-EC, por exemplo, que é uma ferramenta dedicada à modelagem de sistemas termoacústi-
cos lineares, foi desenvolvido em Los Alamos (Ward et al., 2008). O livro de introdução mais
conhecido sobre o assunto também foi escrito por Gregory Swift, um dos membros do refe-
rido laboratório (Swift, 2002). Dentro do contexto de investigação das condições operacionais
ideais de MTAs, membros do Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Maine (LAUM), na
França, têm trabalhado com matrizes de transferências e desenvolvido métodos experimentais
dentro de estudos relacionados à caracterização de materiais porosos para fins termoacústicos e
à otimização do projeto desses dispositivos (Bannwart, 2014; Guédra et al., 2015).
2.2.2 Motores termoacústicos e o efeito termoacústico
Os motores termoacústicos podem ser projetados para operar sob regimes a onda
estacionária ou a onda progressiva, que dependem do material poroso utilizado (stack ou rege-
nerador, respectivamente) e da forma geométrica adotada na construção dos guias de onda de
cada motor. Os dois regimes são significantemente distintos entre si e portanto o funcionamento
do efeito termoacústico em cada um também o é (Swift, 2002; Bannwart e Arruda, 2009). Por
simplicidade, somente motores a onda estacionária serão considerados neste trabalho.
Um esquema de um motor termoacústico a onda estacionária está representado na
Figura 2.1. Nele, pode-se observar que as principais partes que constituem o motor são o nú-
cleo termoacústico, o qual é composto por uma parte ativa (onde fica o stack) e outra passiva,
e as guias de onda. As extremidades do motor podem ser fechadas, abertas ou acopladas a uma
carga acústica. Para que a oscilação das partículas do fluido de trabalho seja iniciada e mantida,
um gradiente de temperatura é imposto no núcleo termoacústico. Tal gradiente provém do for-
necimento de uma quantidade de calor 𝑄𝐻 ao motor, que rejeita 𝑄𝐶 ao ambiente produzindo
trabalho acústico 𝑊𝐴𝐶 , processo ilustrado no balanço de energia da Figura 2.2. Vale manter em
vista também que no contexto de regeneração de energia 𝑄𝐻 é proveniente de uma fonte de
baixa qualidade, como por exemplo dos gases de escape de um automóvel.
O fenômeno termoacústico para um ciclo motor a onda estacionária pode ser repre-
sentado para uma partícula ou parcela de fluido de trabalho como na Figura 2.3. Sob o ponto de
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Figura 2.1: Motor termoacústico a onda estacionária de Bannwart (2014).
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Figura 2.2: Representação esquemática do balanço de energia de uma máquina termoacústica.
Adaptado de Bannwart (2014).
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vista termodinâmico é possível aproximar o comportamento da partícula durante o fenômeno
em quatro processos. No primeiro processo, a partícula comprime partindo do repouso até o
ponto de máximo deslocamento, sendo que tal ação é suficientemente rápida para que não haja
troca de calor, configurando em uma compressão adiabática. Em seguida, a partícula recebe
calor da parede sólida e aumenta seu volume sem alterar sua pressão, de modo a realizar uma
expansão isobárica. O terceiro processo consiste no deslocamento da partícula sem troca de ca-
lor com o sólido até o ponto em que o quarto e último processo se inicia, no qual a partícula
fornece calor ao sólido e contrai novamente. Não obstante, o comportamento real da parcela do
fluido é muito mais complexo do que na aproximação descrita acima (Swift, 1992).
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Figura 2.3: Efeito termoacústico no núcleo de motores a onda estacionária. Adaptado
de Bannwart (2014).
Ainda, deve-se atentar a um parâmetro de muita importância para o mecanismo de
troca de calor no núcleo termoacústico, que é a distância entre a partícula acústica e as paredes
internas do stack, aqui analisado para o caso estacionário. Longe da parede sólida, o processo
torna-se aproximadamente adiabático e as temperaturas acústicas da partícula oscilam em fase
com a pressão acústica. Junto à parede, o processo aproxima-se de um regime isotérmico, o que
39
mantém a temperatura da partícula igual à temperatura da superfície sólida naquele ponto. No
entanto, para partículas localizadas na região com distância da parede equivalente à magnitude
da camada limite 𝛿𝜅, o contato térmico é suficiente para troca de calor por convecção, porém não
o bastante para alterar a temperatura da partícula naquele momento, impondo assim um atraso
entre deslocamento da partícula e transferência de calor. Essa defasagem promove a conversão
de energia térmica em acústica.
Finalmente, no Capítulo 4 é apresentado o modelo de propagação acústica na pres-
são, escrito pela equação diferencial linear de Rott (1969), juntamente com a sua generalização
fracionária aqui proposta. Maiores informações sobre as condições do motor termoacústico a
onda estacionária utilizado para confrontação com os modelos e simulações desenvolvidas neste
trabalho poderão ser encontradas nesse mesmo capítulo.
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3 A EQUAÇÃO DE DIFUSÃO E CONVECÇÃO
Antes de investigar a equação de propagação da termoacústica, estudou-se primeira-
mente a equação de difusão e convecção (no inglês comumente chamada de fractional diffusion-
wave equation), que é um tipo de generalização da equação da onda (ou de difusão) amplamente
discutida no âmbito do cálculo fracionário. O objetivo dessa etapa inicial foi basear-se em es-
tudos já efetuados para assimilação de conceitos por meio da reprodução dos procedimentos
realizados, estendendo o escopo desses trabalhos com novas simulações. Sendo assim, este ca-
pítulo apresenta o conceito do fenômeno de difusão/convecção ao leitor e funciona como uma
introdução aos processos de modelagem fracionária, ou generalizada, de fenômenos físicos.
3.1 Modelagem utilizada
A equação de difusão e convecção fracionária é uma equação diferencial parcial
proveniente das equações clássicas da onda ou de difusão quando a ordem da derivada em
relação ao tempo admite um valor não inteiro maior que zero. Como abordado por Agrawal
(2002), existe um interesse crescente na investigação de soluções para esse tipo de equação por
diversos motivos que incluem a modelagem de sistemas difusivos, sub-difusivos e oscilatórios.
A equação de difusão e convecção unidimensional em relação ao espaço é frequen-
temente representada como
𝜕𝛼𝑢
𝜕𝑡𝛼
= 𝑏2
𝜕2𝑢
𝜕𝑥2
, (3.1)
em que o parâmetro 𝛼 representa a ordem da derivada arbitrária adotada, 𝑏 é um coeficiente
relacionado às características físicas representadas pela equação, 𝑥 e 𝑡 são as variáveis inde-
pendentes referentes à posição e tempo, respectivamente, e 𝑢(𝑥,𝑡) é referente ao campo (de
pressão, temperatura ou do que estiver sendo avaliado) definido dentro do domínio modelado
[0,𝐿]. Destaca-se o emprego do 𝛼, que é chamado de ordem arbitrária justamente por poder ad-
mitir valores que radicalmente mudam o comportamento da equação. Quando 𝛼 = 1 obtém-se
a clássica equação de difusão, enquanto se 𝛼 = 2 encontra-se a clássica equação da onda. No
caso desta investigação, 𝛼 pode receber também valores não-inteiros, o que torna a derivada em
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relação ao tempo da Eq. 3.1 uma derivada fracionária. Define-se então algumas condições de
contorno gerais para o modelo a ser trabalhado:
𝑢(0,𝑡) = 𝑢(𝐿,𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0,
𝑢(𝑥,0) = 𝑓(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝐿, (3.2)
𝑢𝑡(𝑥,0) = 𝑔(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑝𝑎𝑟𝑎 1 < 𝛼 ≤ 2.
Soluções generalizadas para 𝑢(𝑥,𝑡) podem ser encontradas por meio de diferentes
procedimentos. Uma alternativa seria converter a Eq. 3.1 para o domínio da frequência e en-
tão utilizar a transformada de Laplace para resolver as equações algébricas, como é feito pelo
próprio Agrawal. No entanto, assim como no trabalho de Al-Khaled e Momani (2005), que é
utilizado como base para o desenvolvimento desta etapa da dissertação, optou-se pelo método
de decomposição porque tal ferramenta pode ser capaz de fornecer soluções analíticas usando
apenas condições iniciais, não restringindo a solução a determinadas condições de contorno.
Ademais, o método de decomposição de Adomian (1988) tem como vantagem a ausência de
discretizações e uma boa precisão de aproximação.
3.2 Aplicação do método
Para realizar a aplicação do método à Eq. 3.1, utiliza-se um operador para expressar
a derivada de ordem arbitrária dentro do domínio investigado:
𝐷𝛼𝑢 = 𝑏2𝑢𝑥𝑥, 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0. (3.3)
Na Eq. 3.3,𝐷𝛼 é um operador fracionário, ou de ordem arbitrária, do tipo𝐷𝛼 = 𝜕
𝛼
𝜕𝑡𝛼
.
Como já discutido na Seção 2.1.2, ao permitir o uso de condições de contorno ou iniciais tra-
dicionais a derivada de Caputo geralmente possui maior êxito em descrever condições físicas
reais da natureza. Por essa mesma razão, Al-Khaled e Momani (2005) escolheram essa aborda-
gem para seu trabalho. Sendo assim, o operador de derivada fracionária definido por Caputo e
42
dado pela Eq. 2.31 é aqui escrito como
𝐷𝛼𝑢(𝑡) =
𝑑𝛼
𝑑𝑡𝛼
𝑢(𝑡) = 𝐼𝑚−𝛼
𝑑𝑚
𝑑𝑡𝑚
𝑢(𝑡) =
1
Γ(𝑚− 𝛼)
∫︁ 𝑡
0
(𝑡− 𝜉)𝑚−𝛼−1𝑢(𝑚)(𝜉)𝑑𝜉, (3.4)
onde 𝜉 é uma variável muda, 𝑚 é o menor número inteiro maior que 𝛼, 𝑢(𝑚) é a m-ésima
derivada de 𝑢(𝜉) e 𝐼𝑚−𝛼 é um operador de integral fracionária de ordem 𝑚 − 𝛼. Os limites de
integração presentes na Eq. 3.4 representam a característica causal adotada aqui para a variável
independente, no caso, o tempo, sendo que o limite inferior é então considerado igual a zero.
Nota-se que a Eq. 3.4 é uma versão da definição de Caputo dada pela Eq. 2.31 que abrange
também valores de 𝛼 maiores que 1 por meio do parâmetro 𝑚. Aqui, o operador de integral
fracionária é o integral de Riemann de ordem 𝛼, dado pela Eq. 2.20 .
Define-se também que a integral de ordem zero é igual à própria função, de modo
que 𝐼0𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡). As seguintes propriedades do operador de integração fracionário também
são consideradas:
𝐼𝛼1𝐼𝛼2𝑢(𝑡) = 𝐼𝛼1+𝛼2𝑢(𝑡),
𝐼𝛼1𝐼𝛼2𝑢(𝑡) = 𝐼𝛼2𝐼𝛼1𝑢(𝑡), (3.5)
𝑎𝐼
𝛼1𝑡𝛼2 =
Γ(𝛼2 + 1)
Γ(𝛼1 + 𝛼2 + 1)
(𝑡− 𝑎)𝛼1+𝛼2 ,
e duas das propriedades básicas do operador de derivada fracionária, a saber:
𝐷𝛼𝐼𝛼𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡), (3.6)
𝐼𝛼𝐷𝛼𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡)−
𝑚−1∑︁
𝑘=0
𝑓 (𝑘)(0+)
(𝑡− 𝑎)𝑘
𝑘!
, 𝑡 > 0. (3.7)
As Eqs. 3.6 e 3.7 explicitam as respostas distintas obtidas após a aplicação dos
operadores de derivação e integração a uma função em diferentes sequências. No segundo caso,
um termo extra é obtido para cada derivada já que o operador de derivação fracionária é aplicado
à função 𝑢(𝑡) antes do operador de integração. Assim, com o objetivo de encontrar uma solução
generalizada para a Eq. 3.3, aplica-se o operador de integração fracionária nos dois lados da
equação (lembrando que o operador 𝐷𝛼 é considerado aqui como uma derivada fracionária de
Caputo somente em função de 𝑡):
𝐼𝛼𝐷𝛼𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑏2𝐼𝛼𝑢𝑥𝑥(𝑥,𝑡), 0 < 𝑥 < 𝐿, 𝑡 > 0. (3.8)
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Aplicando a Eq. 3.7, obtém-se:
𝑢(𝑥,𝑡)−
𝑚−1∑︁
𝑘=0
𝜕𝑘𝑢(𝑥,0+)
𝜕𝑡𝑘
(𝑡− 𝑎)𝑘
𝑘!
= 𝑏2𝐼𝛼(𝑢𝑥𝑥). (3.9)
Reajustando a Eq. 3.9 e considerando que a variável independente investigada é o
tempo e os operadores são causais, o limite de integração inferior é nulo (𝑎 = 0). Desse modo:
𝑢(𝑥,𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0
𝜕𝑘𝑢(𝑥,0+)
𝜕𝑡𝑘
𝑡𝑘
𝑘!
+ 𝑏2𝐼𝛼(𝑢𝑥𝑥). (3.10)
O método de Adomian (1988) admite que 𝑢(𝑥,𝑡) pode ser representado por uma
série infinita de componentes
𝑢(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0
𝑢𝑛(𝑥,𝑡), (3.11)
permitindo que a Eq. 3.10 seja reescrita da seguinte forma:
∞∑︁
𝑛=0
𝑢𝑛(𝑥,𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0
𝜕𝑘𝑢(𝑥,0+)
𝜕𝑡𝑘
𝑡𝑘
𝑘!
+ 𝑏2𝐼𝛼
[︃ ∞∑︁
𝑛=0
𝑢𝑛𝑥𝑥(𝑥,𝑡)
]︃
. (3.12)
Portanto, a partir da Eq. 3.10 pode-se encontrar as relações de recorrência para o
problema definido, a saber:
𝑢0(𝑥,𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑘=0
𝜕𝑘𝑢(𝑥,0+)
𝜕𝑡𝑘
𝑡𝑘
𝑘!
, (3.13)
𝑢𝑛+1(𝑥,𝑡) = 𝑏
2𝐼𝛼[𝑢𝑛𝑥𝑥(𝑥,𝑡)], 𝑛 ≥ 0. (3.14)
Com a solução sendo representada pela soma dos 𝑢𝑛 calculados através das
Eqs. 3.13 e 3.14:
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑢0 + 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + . . . (3.15)
3.3 Soluções generalizadas
Como descrito no trabalho de Al-Khaled e Momani (2005), pode-se analisar tanto
o comportamento sub-difusivo do modelo construído, para valores de 𝛼 < 𝑚 e 𝑚 = 1, como
o comportamento difusivo-oscilatório, para 1 < 𝛼 < 𝑚 e 𝑚 = 2. Considerando o fato de
que esta dissertação tem como tema principal a investigação de modelos termoacústicos gene-
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ralizados, optou-se por concentrar-se no segundo grupo. De todo modo, é necessário realizar
dois procedimentos distintos ao lidar com as relações de recorrência: o primeiro para calcular o
modelo difusivo, com 𝑚 = 1 e o segundo para os modelos difusivo-oscilatórios, com 𝑚 = 2.
Por simplicidade, adotou-se que 𝑏 = 1 e 𝐿 = 𝜋 nas simulações deste modelo. Desse modo, por
conveniência adotam-se as seguintes condições iniciais:
𝑢(𝑥,0) = 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋,
𝑢𝑡(𝑥,0) = 𝑔(𝑥) = −𝑠𝑒𝑛(𝑥) 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋.
(3.16)
Considerando inicialmente uma solução para o modelo difusivo e sub-difusivo
(𝑚 = 1), a Eq. 3.13 retorna o primeiro termo da série solução
𝑢0(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥,0
+) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥),
com os termos seguintes seguindo a sequência proposta pela Eq. 3.14. Duas maneiras distintas
podem ser usadas para encontrar os próximos termos 𝑢𝑛(𝑥,𝑡). A primeira e mais intuitiva é
aplicar a última propriedade do integrador fracionário descrita na Eq. 3.5 e a segunda é aplicar a
definição do operador 𝐼𝛼 descrita pela Eq. 2.20, integrando numericamente cada termo 𝑢𝑛(𝑥,𝑡).
Com a intenção de checar ambas possibilidades, os dois procedimentos foram realizados.
O resultado da expressão analítica foi idêntico ao encontrado por Al-Khaled e Mo-
mani (2005), a saber:
𝑢1(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢0𝑥𝑥 ] = −
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(𝛼 + 1)
𝑡𝛼,
𝑢2(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢1𝑥𝑥 ] =
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(2𝛼 + 1)
𝑡2𝛼,
𝑢3(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢2𝑥𝑥 ] = −
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(3𝛼 + 1)
𝑡3𝛼,
e assim continuamente, formando a solução 𝑢(𝑥,𝑡) para 0 < 𝛼 ≤ 1:
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
[︂
1− 𝑡
𝛼
Γ(𝛼 + 1)
+
𝑡2𝛼
Γ(2𝛼 + 1)
− 𝑡
3𝛼
Γ(3𝛼 + 1)
+ . . .
]︂
. (3.17)
A Eq. 3.17 também pode ser representada por meio de sua forma fechada
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
∞∑︁
𝑘=0
(−𝑡𝛼)𝑘
Γ(𝑘𝛼 + 1)
, (3.18)
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ou por meio de uma função de Mittag-Leffler
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)𝐸𝛼(−𝑡𝛼). (3.19)
Utilizando o segundo procedimento mencionado, pode-se obter a Eq. 3.17 numeri-
camente. Por exemplo, para 𝛼 = 0.5 e 𝛼 = 1, respectivamente, o resultado é equivalente ao
obtido através da expressão analítica e aos resultados dos autores:
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)[1− 1.1284𝑡0.5 + 𝑡1 − 0.7522𝑡1.5 + . . . ],
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
[︂
1− 𝑡 + 1
2
𝑡2 − 1
6
𝑡3 + . . .
]︂
.
Subsequentemente, para encontrar a solução para 1 < 𝛼 ≤ 2, define-se 𝑚 = 2 e
aplica-se as equações de recorrência de modo que
𝑢0(𝑥,𝑡) = 𝑢(𝑥,0
+) + 𝑢𝑡(𝑥,0
+)𝑡 = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)− 𝑡 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑢1(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢0𝑥𝑥 ] = −
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(𝛼 + 1)
𝑡𝛼 +
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(𝛼 + 2)
𝑡𝛼+1,
𝑢2(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢1𝑥𝑥 ] =
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(2𝛼 + 1)
𝑡2𝛼 − 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(2𝛼 + 2)
𝑡2𝛼+1,
𝑢3(𝑥,𝑡) = 𝐼
𝛼[𝑢2𝑥𝑥 ] = −
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(3𝛼 + 1)
𝑡3𝛼 +
𝑠𝑒𝑛(𝑥)
Γ(3𝛼 + 2)
𝑡3𝛼+1,
E assim, escreve-se a solução 𝑢(𝑥,𝑡) para 1 < 𝛼 ≤ 2 como
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
[︂
1− 𝑡− 𝑡
𝛼
Γ(𝛼 + 1)
+
𝑡𝛼+1
Γ(𝛼 + 2)
+
𝑡2𝛼
Γ(2𝛼 + 1)
− 𝑡
2𝛼+1
Γ(2𝛼 + 2)
+ . . .
]︂
. (3.20)
Os resultados são confirmados quando utiliza-se o operador 𝐼𝛼 numericamente.
Abaixo estão as soluções para 𝛼 = 1.5 e 𝛼 = 2, respectivamente.
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥) [1−𝑡−0.7522𝑡1.5+0.3009𝑡2.5+0.1667𝑡3−0.04167𝑡4−0.01910𝑡4.5+0.0035𝑡5.5+. . . ]
𝑢(𝑥,𝑡) = 𝑠𝑒𝑛(𝑥)
[︂
1− 𝑡− 1
2
𝑡2 +
1
6
𝑡3 +
1
24
𝑡4 − 1
120
𝑡5 − 1
720
𝑡6 +
1
5040
𝑡7 + . . .
]︂
Ambas as soluções obtidas foram simuladas para diversos valores de 𝛼 e seu com-
portamento analisado. No entanto, é importante ressaltar que diferentemente do que ocorreu
com a solução representada pela Eq. 3.17, os resultados apresentados pela Eq 3.20 não corres-
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pondem aos obtidos por Al-Khaled e Momani (2005). Para investigar tal discrepância, algumas
simulações extras foram realizadas. Todos os resultados das simulações envolvendo a equação
de difusão e convecção e suas respectivas análises e comparações podem ser encontrados na
Seção 3.4.
3.4 Simulações, comparações e discussões
Os resultados obtidos a partir das simulações das soluções dadas pelas Eqs. 3.17
e 3.20, válidas respectivamente para 0 < 𝛼 ≤ 1 e 1 < 𝛼 ≤ 2 são apresentados nesta seção.
Diversos valores para 𝛼 entre o intervalo [1,2] foram escolhidos. Todas as simulações foram re-
alizadas utilizando o software Mathematica. Limitou-se todas as soluções a 15 termos [número
escolhido por Al-Khaled e Momani (2005)]. A Figura 3.1 mostra as soluções para comporta-
mentos difusivo-oscilatórios até 𝛼 = 1.5. A Figura 3.2 por sua vez apresenta as respostas de
𝛼 = 1.5 até 𝛼 = 2.
Ao visualizar os resultados apresentados nas Figuras 3.1 a 3.4 nota-se uma tendên-
cia: quanto mais próximo o valor de 𝛼 de 1, maiores as características difusivas do fenômeno
analisado; quanto maior o valor de 𝛼 em direção a 2, menor o efeito difusivo e maior a presença
oscilatória. Embora tal observação possa talvez parecer óbvia sob o ponto de vista físico e a
partir da maneira de como a Eq. 3.1 foi generalizada, este ponto evoca uma interessante carac-
terística do cálculo fracionário, comumente chamada de "Efeito de memória", ou "Função de
memória". Tal efeito tem relação direta com a não-localidade dos operadores fracionários, que
diferentemente do cálculo de ordem inteira não restringem suas operações somente ao ponto
em que são aplicados (Herrmann, 2014).
Ainda, segundo Agrawal (2002), no caso da equação de difusão e convecção,
quando 𝛼 = 1 há um fenômeno puramente difusivo, no qual toda informação é perdida após
certo ponto, enquanto que para 𝛼 = 2 há um fenômeno puramente oscilatório, no qual a infor-
mação é permanentemente perpetuada. Para valores de 𝛼 entre 1 e 2 existe um comportamento
difusivo-oscilatório em razão da memória do operador em relação às características difusivas
do modelo quando 𝛼 = 1. Ademais, do ponto de vista do estudo realizado nesta dissertação,
pode-se identificar que os resultados obtidos através dos modelos fracionários para esse caso
possuíram um grau a mais de liberdade, já que obtém-se resultados diferentes utilizando os
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(a) 𝛼 = 1 (b) 𝛼 = 1.2
(c) 𝛼 = 1.4 (d) 𝛼 = 1.5
Figura 3.1: Equação de difusão e convecção simulada através das Eqs. 3.17 e 3.20 para
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.
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(a) 𝛼 = 1.5 (b) 𝛼 = 1.6
(c) 𝛼 = 1.8 (d) 𝛼 = 2
Figura 3.2: Equação de difusão e convecção simulada através das Eqs. 3.17 e 3.20 para
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.
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(a) 𝛼 = 1 (b) 𝛼 = 1.25
(c) 𝛼 = 1.75 (d) 𝛼 = 2
Figura 3.3: Equação de difusão e convecção simulada através das Eqs. 3.17 e 3.20 para
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.
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(a) 𝛼 = 1 (b) 𝛼 = 1.25
(c) 𝛼 = 1.75 (d) 𝛼 = 2
Figura 3.4: Equação de difusão e convecção simulada através das Eqs. 3.17 e 3.20 para
0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 6.
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mesmos coeficientes para a mesma equação. Esses resultados alimentam a ideia de que o CF
pode ajudar a construir um modelo geral da equação de Rott que se adeque melhor a dados
experimentais, já que tal modelo possuiria um parâmetro extra de ajuste, a ordem arbitrária 𝛼.
Destaca-se também que alguns resultados obtidos durante a reprodução do trabalho
de Al-Khaled e Momani (2005) não coincidem com a solução encontrada pelos autores. Por
exemplo, comparando a Eq. 3.20 com a Eq. 4.4 do artigo analisado para 𝛼 = 1.5 e 𝛼 = 2
pode-se observar valores significantemente discrepantes, como apresentado na Figura 3.5.
Solução encontrada
Solução do autor
(a) 𝛼 = 1.5
Solução encontrada
Solução do autor
(b) 𝛼 = 2
Figura 3.5: Comparação entre a solução encontrada por Al-Khaled e Momani (2005) e a
solução dada pela Eq. 3.20 para 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 6.
Devido a tais discrepâncias, buscou-se um método de validação dos resultados ob-
tidos, de modo que houvesse alguma indicação de qual das duas soluções estaria correta. Para
isso, considerou-se então um modelo de onda clássico 𝛼 = 2 através de séries de Fourier de
modo que 𝑢(𝑥,𝑡) seja escrito na forma
𝑢(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1
[︂
𝑠𝑒𝑛
(︂
𝑘𝜋
𝐿
𝑥
)︂ [︂
𝐴𝑘𝑐𝑜𝑠
(︂
𝑏𝑘𝜋
𝐿
𝑡
)︂
+ 𝐵𝑘𝑠𝑒𝑛
(︂
𝑏𝑘𝜋
𝐿
𝑡
)︂]︂]︂
, (3.21)
com 𝑏 = 1, 𝐿 = 𝜋 e coeficientes 𝐴𝑘 e 𝐵𝑘:
𝐴𝑘 =
2
𝐿
∫︁ 𝐿
0
𝑓(𝑥) 𝑠𝑒𝑛(
𝑘𝜋𝑥
𝐿
)𝑑𝑥,
𝐵𝑘 =
2
𝑏𝑘𝜋
∫︁ 𝐿
0
𝑔(𝑥) 𝑠𝑒𝑛(
𝑘𝜋𝑥
𝐿
)𝑑𝑥,
onde 𝑓(𝑥) e 𝑔(𝑥) são as condições iniciais já estabelecidas pela Eq. 3.16.
Nas Figuras 3.6(a) e 3.6(b) observa-se a comparação entre as curvas obtidas por
meio da série de Fourier e da solução proposta, sendo a primeira figura para o intervalo
0 ≤ 𝑡 ≤ 1 e a segunda para 0 ≤ 𝑡 ≤ 6. Em ambos os resultados, existe uma total justapo-
sição da aproximação feita pelas séries de Fourier e da solução dada pela Eq. 3.20 para 𝛼 = 2.
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Isso indica que os resultados encontrados aqui estão corretos no sentido de funcionarem como
generalizações da equação da onda. Provavelmente os autores do artigo reproduzido aqui come-
teram um erro, ou um typo, ao redigir a aproximação final, já que o método proposto por eles
foi utilizado de forma fidedigna neste capítulo e produziu os resultados registrados nesta seção.
Solução encontrada
Solução do autor
(a) Para 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 1.
Solução encontrada
Solução do autor
(b) Para 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 e 0 ≤ 𝑡 ≤ 6.
Figura 3.6: Comparação entre a solução encontrada através da Eq. 3.20 para 𝛼 = 2 e da
solução analítica em forma de séries de Fourier para equação da onda dada pela Eq. 3.21.
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4 GENERALIZAÇÃO DA EQUAÇÃO DE PROPAGAÇÃO DE ROTT
Embora o marco inicial desta investigação tenha sido a equação de difusão e convec-
ção (ou equação da onda generalizada), o ponto de maior relevância deste trabalho é a equação
da termoacústica de Rott e sua generalização. Neste capítulo, propõe-se uma solução através do
método de séries de potências fracionárias para a equação generalizada. Em seguida, os modelos
generalizados são propostos para casos particulares e simulações são realizadas.
4.1 A equação no formato de Helmholtz
A equação de Rott descreve a propagação ou onda de pressão no espaço e no tempo.
No entanto, o foco de interpretação de Rott é somente em relação à posição no espaço e não
ao tempo, que é considerado periódico. Pode-se dizer então que a expressão possui o formato
de uma equação de Helmholtz. Embora as razões e detalhes dessa abordagem sejam especi-
ficadas mais a frente, é interessante apresentar aqui a equação de Helmholtz, apontando suas
características e utilizações acerca do contexto investigado.
A equação da onda tradicional unidimensional em relação ao espaço
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑡2
= 𝑏2
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)
𝜕𝑥2
(4.1)
pode ser resolvida pelo método de separação de variáveis e representada na forma 𝑢(𝑥,𝑡) =
𝐹 (𝑥)𝐺(𝑡). Desse modo, escreve-se a equação da onda em uma forma independente do tempo,
também chamada de equação de Helmholtz:
𝑑2𝐹 (𝑥)
𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝐹 (𝑥) = 0. (4.2)
Devido ao fato da equação de Helmholtz surgir geralmente relacionada à solução
espacial da equação da onda, sua versão tridimensional é comumente percebida em modelos
relativos a diversas áreas da física, como acústica (Wang e Wu, 1997) e eletromagnetismo (Doc-
kery, 1988). Rott utiliza a equação da propagação termoacústica no formato de Helmholtz uni-
dimensional, como será discutido na Seção 4.2.
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Ressalta-se que ao apresentar o problema no formato de Helmholtz considera-se
que as derivadas parciais relativas ao tempo serão inteiras, ou seja, diferentemente do caso da
equação de difusão e convecção, somente as derivadas em relação à posição no espaço possuirão
ordens arbitrárias. Algumas propostas de modelos de Helmholtz generalizados podem ser en-
contrados na literatura, com destaque para o trabalho de Samuel e Thomas (2010), que aborda
diversas versões do problema e expressa suas soluções através de funções de Mittag-Leffler.
Contudo, optou-se por utilizar neste trabalho o método de solução por série de potências fracio-
nárias, como especificado na Seção 4.3 . Tal decisão foi tomada porque essa segunda abordagem
permite a generalização de casos mais específicos da equação de Helmholtz, como o da equa-
ção da termoacústica, de uma forma mais intuitiva e semelhante às técnicas do cálculo de ordem
inteira.
4.2 Generalização da equação linear de Rott
O objetivo desta seção é apresentar as variáveis e a equação linear de Rott para
propagação da pressão acústica (Rott, 1969; Swift, 2002; Bannwart, 2014). A nomenclatura de
cada variável seguiu a convenção usada no trabalho de Bannwart (2014), como apontado no
Anexo A. A equação de propagação é escrita na forma
𝑐20𝜌𝑚
𝜔2
𝑑
𝑑𝑥
(︂
1− 𝑓𝜈
𝜌𝑚
𝑑𝑝
𝑑𝑥
)︂
− 𝑐
2
0
𝜔2
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+ [1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]𝑝 = 0, (4.3)
onde 𝑝𝑚 e 𝜌𝑚 são as pressões e densidades médias do fluido de trabalho, 𝑓𝜈 e 𝑓𝜅 são funções de
perdas viscosas e térmicas devido às interações entre o fluido e a superfície sólida, 𝑇𝑚 é a tem-
peratura transversal média do fluido, 𝜎 é o número de Prandtl, 𝜔 é a frequência de ressonância
de primeiro modo e 𝑐0 é a velocidade do som à temperatura ambiente no fluido. É importante
ressaltar que a variável dependente 𝑝(𝑥) da Eq. 4.3 é somente a componente acústica, ou com-
plexa, da pressão, de modo que 𝑝(𝑥,𝑡) = 𝑝𝑚 + 𝑅𝑒[𝑝(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑡].
As funções de perdas térmicas e viscosas são consideradas de forma distinta de
acordo com a geometria do poro utilizado. Para este trabalho, somente poros cilíndricos serão
considerados. Sendo assim (Swift, 2002),
𝑓𝜅,𝜈 =
2𝐽1[(𝑖 + 1)𝑅/𝛿𝜅,𝜈 ]
𝐽0[(𝑖 + 1)𝑅/𝛿𝜅,𝜈 ](𝑖 + 1)𝑅/𝛿𝜅,𝜈
, (4.4)
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em que 𝐽0 e 𝐽1 são funções de Bessel de ordem zero e um, 𝑅 o raio do poro ou do guia de
onda analisado, e 𝛿𝜅,𝜈 as profundidades de penetração térmica e viscosa, dadas respectivamente
por (Swift, 2002)
𝛿𝜅 =
√︁
2?¯?/(𝜔𝜌𝐶𝑃 ) =
√︀
2𝜅/𝜔, (4.5)
𝛿𝜈 =
√︀
2𝜇/(𝜔𝜌) =
√︀
2𝜈/𝜔, (4.6)
em que 𝜅 é a difusividade térmica e 𝜈 é a viscosidade cinemática do fluido. É importante ressal-
tar que as funções de perdas são dependentes da viscosidade e difusividade térmica do fluido,
que variam significantemente com a temperatura. Sendo assim, quando um gradiente de tempe-
ratura é imposto ao núcleo de um motor termoacústico as funções 𝑓𝜅,𝜈 deixam de ser somente
parâmetros constantes e passam a variar com a temperatura 𝑇𝑚, que por sua vez varia com 𝑥.
Com o objetivo de tornar mais claro o processo de generalização optou-se por reor-
ganizar os termos da Eq. 4.3. Assim, aplica-se a regra do produto para realizar a derivação no
primeiro termo da equação, já que além de 𝑝, 𝜌𝑚 e 𝑓𝜈 também variam com 𝑥, obtendo:
𝑐20𝜌𝑚
𝜔2
[︂
−(1− 𝑓𝜈)
𝜌2𝑚
𝑑𝜌𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑝
𝑑𝑥
− 1
𝜌𝑚
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+
(1− 𝑓𝜈)
𝜌𝑚
𝑑2𝑝
𝑑𝑥2
]︂
− 𝑐
2
0
𝜔2
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅] 𝑝 = 0.
Em seguida, multiplicam-se todos os termos por 𝜔2/𝑐20 e divide-se todos os termos
por (1− 𝑓𝜈), organizando-os de acordo com a ordem das derivadas:
𝑑2𝑝
𝑑𝑥2
+
(︂
− 1
𝜌𝑚
𝑑𝜌𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
)︂
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0.
Aplica-se então a lei dos gases ideais substituindo 𝜌𝑚 = 𝑝𝑚/(𝑅𝑔𝑎𝑠𝑇𝑚), com 𝑅𝑔𝑎𝑠 =
𝑅/𝑀𝑀𝑜𝑙:
𝑑2𝑝
𝑑𝑥2
+
(︂
−𝑅𝑔𝑎𝑠𝑇𝑚
𝑝𝑚
𝑝𝑚
𝑅𝑔𝑎𝑠
𝑑
𝑑𝑥
1
𝑇𝑚
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
)︂
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0.
Após simplificar os termos, obtém-se a equação em uma forma mais conveniente,
já que todos os termos estão agrupados de acordo com a ordem da derivada de 𝑝 em 𝑥:
𝑑2𝑝
𝑑𝑥2
+
[︂(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
]︂
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0,
(4.7)
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Outrossim, neste formato é possível facilmente enxergar que a expressão é uma
equação diferencial ordinária de segunda ordem do tipo 𝑝′′(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝑝′(𝑥) + 𝑘2(𝑥)𝑝(𝑥) = 0,
com
𝐴(𝑥) =
(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
, (4.8)
𝑘2(𝑥) =
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 . (4.9)
Finalmente, escreve-se a Eq. 4.7 utilizando operadores fracionários no lugar das
derivadas, de forma análoga à equação de difusão e convecção dada pela Eq. 3.3, porém dessa
vez a variável independente é 𝑥 e não 𝑡. Portanto, a forma generalizada da equação de Rott é
escrita como
𝐷2𝛼𝑅 𝑝 +
[︂(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
]︂
𝐷𝛼𝑅𝑝
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0,
(4.10)
onde 𝐷𝛼𝑅 (ou simplesmente 𝐷
𝛼 a partir daqui) representa uma derivação de ordem 0.5 < 𝛼 ≤ 1
em relação a 𝑥 dentro do domínio 𝑅, ou seja, desse modo a derivação arbitrária de maior ordem
da Eq. 4.10 deve permanecer dentro do limite 1 < 2𝛼 ≤ 2 . Como recorrente no âmbito de
generalizações de modelos através do cálculo fracionário, pode-se observar que quando 𝛼 = 1
a Eq. 4.10 recupera a expressão de ordem inteira, dada pela Eq. 4.7. Ainda, ressalta-se que a
generalização proposta pela Eq. 4.10 mantém atreladas as ordens arbitrárias 𝛼 e 2𝛼. Um modelo
mais geral pode ser representado por
𝐷𝛽𝑅𝑝 +
[︂(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
]︂
𝐷𝛼𝑅𝑝
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0,
(4.11)
em que 𝛽 e 𝛼 podem ser arbitrados de maneira independente contanto que 1 < 𝛽 ≤ 2 e
0 < 𝛼 ≤ 1. De todo modo, decidiu-se trabalhar com a Eq. 4.10 por esta possibilitar uma solução
mais simples posto o fato que este trabalho representa uma primeira abordagem à aplicação do
cálculo fracionário à termoacústica. Dessa forma, a definição de derivada fracionária utilizada
aqui será mais uma vez a de Caputo, equivalente à Eq. 2.31 e o processo de solução da Eq. 4.10
para obtenção do modelo generalizado é detalhado na Seção 4.3 desta dissertação.
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4.3 Solução por séries de potências fracionárias
Para solucionar a Eq. 4.10 escolheu-se aplicar o método das séries de potência fraci-
onárias. Assim como a sua contra-parte de ordem inteira, esse método originou-se das séries de
Taylor. Diversos autores escreveram versões formais da fórmula de Taylor generalizada. Neste
trabalho, utiliza-se a seguinte formulação para uma expansão em Taylor ao redor de 𝑥0 e com
0 < 𝛼 ≤ 0.5 (Trujillo et al., 1999):
𝑓(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑗=0
𝑎𝑗(𝑥− 𝑥0)(𝑗+1)𝛼−1 + 𝑇𝑛(𝑥).
Portanto, se o número de termos for suficientemente grande, é possível expandir
uma função 𝑝(𝑥) em torno de 𝑥0 = 0 utilizando a expressão
𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼, (4.12)
em que 𝐶𝑛 são os coeficientes da série que devem ser calculados. Sendo assim, é importante
definir então o que pode ser obtido ao calcular 𝐷𝛼𝑝(𝑥). Com esse fim, considera-se uma função
qualquer 𝑔(𝑧) =
∑︀∞
𝑛=0𝐶𝑛𝑧
𝑛𝛼 para 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑅𝛼, onde 𝑅 é o raio de convergência da série.
Aplica-se novamente então a definição de Caputo dada pela Eq. 2.31 (com a variável muda 𝜉 de
modo que 𝑔(𝑧) → 𝑔(𝜉)):
𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
1
Γ(𝑚− 𝛼)
∫︁ 𝑧
0
(𝑧 − 𝜉)𝑚−𝛼−1𝑔(𝑚)(𝜉)𝑑𝜉.
Substituindo 𝑔(𝜉):
𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
1
Γ(𝑚− 𝛼)
∫︁ 𝑧
0
(𝑧 − 𝜉)𝑚−𝛼−1( 𝑑
𝑚
𝑑𝜉𝑚
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛 𝜉
𝑛)𝑑𝜉.
Os coeficientes 𝐶𝑛 não variam com 𝜉 e podem ser retirados não somente da deri-
vada, com
𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
1
Γ(𝑚− 𝛼)
∫︁ 𝑧
0
(𝑧 − 𝜉)𝑚−𝛼−1(
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛
𝑑𝑚
𝑑𝜉𝑚
𝜉𝑛)𝑑𝜉,
como também da integral, de modo que expressão se torna:
𝐷𝛼𝑔(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛
[︂
1
Γ(𝑚− 𝛼)
∫︁ 𝑧
0
(𝑧 − 𝜉)𝑚−𝛼−1 𝑑
𝑚
𝑑𝜉𝑚
𝜉𝑛𝑑𝜉
]︂
=
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝐷
𝛼𝑧𝑛.
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Então, substituindo 𝑧 = 𝑥𝛼 com 𝑥 ≥ 0 tem-se que
𝐷𝛼𝑝(𝑥) = 𝐷𝛼𝑔(𝑥𝛼) = 𝐷𝛼
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛(𝑥
𝛼)𝑛,
e portanto aplicando à Eq. 4.12:
𝐷𝛼𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝐷
𝛼(𝑥𝑛𝛼). (4.13)
Através das definições pré-estabelecidas de derivadas de ordem 𝛼 do Capítulo 2, se
𝑦 = 𝑥𝑚
𝑑𝛼𝑦
𝑑𝑥𝛼
= 𝐷𝛼𝑦 =
Γ(𝑚 + 1)
Γ(𝑚− 𝛼 + 1)𝑥
𝑚−𝛼,
pode-se dizer também que se 𝑦 = 𝑥𝑛𝛼
𝐷𝛼𝑥𝑛𝛼 =
Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛− 1)𝛼 + 1]𝑥
(𝑛−1)𝛼.
Consequentemente, pode-se obter as expressões para 𝐷𝛼𝑝(𝑥) e 𝐷2𝛼𝑝(𝑥):
𝐷𝛼𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1
Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛− 1)𝛼 + 1]𝑥
(𝑛−1)𝛼, (4.14)
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=2
Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛− 2)𝛼 + 1]𝑥
(𝑛−2)𝛼. (4.15)
Uma vez que os operadores das Eqs. 4.14 e 4.15 estejam estabelecidos, pode-se
finalmente propor uma solução generalizada para a equação de Rott. Sendo assim, considera-se
a Eq. 4.10 no formato sucinto proposto anteriormente utilizando os coeficientes 𝐴(𝑥) e 𝑘2(𝑥)
(Eqs. 4.8 e 4.9):
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝐷𝛼𝑝(𝑥) + 𝑘2(𝑥)𝑝(𝑥) = 0. (4.16)
Substitui-se então 𝑝(𝑥), 𝐷𝛼𝑝(𝑥) e 𝐷2𝛼𝑝(𝑥) pelas expressões dadas pelas
Eqs. 4.12, 4.14 e 4.15, respectivamente:
∞∑︁
𝑛=2
𝐶𝑛
Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛− 2)𝛼 + 1]𝑥
(𝑛−2)𝛼 + 𝐴(𝑥)
∞∑︁
𝑛=1
𝐶𝑛
Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛− 1)𝛼 + 1]𝑥
(𝑛−1)𝛼 + 𝑘2
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼 = 0.
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Com o objetivo de utilizar apenas um somatório para todos os termos, os índices de
cada um deles são ajustados:
∞∑︁
𝑛=0
[︂
𝐶𝑛+2
Γ[(𝑛 + 2)𝛼 + 1]
Γ(𝑛𝛼 + 1)
𝑥𝑛𝛼 + 𝐴(𝑥) 𝐶𝑛+1
Γ[(𝑛 + 1)𝛼 + 1]
Γ(𝑛𝛼 + 1)
𝑥𝑛𝛼 + 𝑘2𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼
]︂
= 0.
Assim, pode-se considerar que para uma solução não trivial da equação acima, seu
lado direito é expresso por
∞∑︁
𝑛=0
0 𝑥𝑛𝛼 = 0,
o que permite descartar os somatórios e as variáveis 𝑥𝑛𝛼 e escrever a seguinte igualdade entre
os coeficientes:
𝐶𝑛+2
Γ[(𝑛 + 2)𝛼 + 1]
Γ(𝑛𝛼 + 1)
𝑥𝑛𝛼 + 𝐴(𝑥) 𝐶𝑛+1
Γ[(𝑛 + 1)𝛼 + 1]
Γ(𝑛𝛼 + 1)
𝑥𝑛𝛼 + 𝑘2(𝑥) 𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼 = 0.
Finalmente, é possível escrever a equação de recorrência para o problema analisado:
𝐶𝑛+2 =
−𝐴(𝑥)𝐶𝑛+1Γ[(𝑛 + 1)𝛼 + 1)]− 𝑘2(𝑥)𝐶𝑛Γ(𝑛𝛼 + 1)
Γ[(𝑛 + 2)𝛼 + 1]
. (4.17)
Pode-se notar que a equação de recorrência obtida tem seu primeiro coeficiente
começando em 𝐶2 para 𝑛 = 0. Os dois coeficientes anteriores a esse, 𝐶0 e 𝐶1, devem ser
resgatados a partir das condições iniciais propostas para o problema. Sendo assim, considerando
𝑝(𝑥) escrita na forma
𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼 = 𝐶0𝑥
0 + 𝐶1𝑥
1𝛼 + 𝐶2𝑥
2𝛼 + 𝐶3𝑥
3𝛼 + . . . ,
estipula-se como primeira condição a pressão acústica inicial 𝑝0 no ponto 𝑥 = 0
𝑝(0) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼 = 𝐶0 + 0 + 0 + 0 + · · · = 𝑝0,
de modo que
𝐶0 = 𝑝0. (4.18)
A segunda condição é proposta como a variação da pressão no ponto inicial simbo-
lizada pela constante 𝜇0. Sendo assim, a Eq. 4.14 pode ser escrita na forma expandida
𝐷𝛼𝑝(𝑥) = 𝐶1
Γ(𝛼 + 1)
Γ(1)
𝑥0 + 𝐶2
Γ(2𝛼 + 1)
Γ(𝛼 + 1)
𝑥𝛼 + 𝐶3
Γ(3𝛼 + 1)
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 + . . . ,
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sendo que no ponto 𝑥 = 0 adota-se:
𝐷𝛼𝑝(0) = 𝐶1
Γ(𝛼 + 1)
Γ(1)
+ 0 + 0 + · · · = 𝜇0.
Portanto, define-se então o segundo coeficiente como
𝐶1 =
𝜇0
Γ(𝛼 + 1)
. (4.19)
Finalmente, é possível aplicar as Eqs. 4.17, 4.18 e 4.19, também chamadas de re-
lações de recorrência, para encontrar uma solução generalizada da Eq. 4.10, como mostrado a
seguir, na Seção 4.4.
4.4 Solução para a equação de Rott generalizada
A modelagem da solução generalizada aplicando as relações de recorrência foi re-
alizada em diferentes estágios, partindo de casos mais simples para mais complexos. Primeira-
mente, considerou-se a Eq. 4.7 sem perdas termo-viscosas e com gradiente de temperatura nula.
Nos casos seguintes, gradativamente consideram-se as perdas, altera-se o gradiente de tempe-
ratura, entre outras mudanças, até que o modelo seja o mais geral possível (de acordo com o
modelo original proposto por Rott).
4.4.1 Caso 1: Propagação da pressão acústica sem perdas
O modelo mais simples analisado neste trabalho é a propagação de pressão acústica
neglicenciando qualquer tipo de perda térmica (𝑓𝜅 = 0) e viscosa (𝑓𝜈 = 0). Ainda, considera-se
que um gradiente de temperatura nulo é imposto no stack, ou seja, a temperatura 𝑇𝑚 é mantida
homogênea dentro do domínio analisado e consequentemente 𝑑𝑇𝑚/𝑑𝑥 = 0. Portanto, a equação
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de Rott generalizada
𝐷2𝛼𝑅 𝑝 +
[︂(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
]︂
𝐷𝛼𝑅 𝑝
+
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 𝑝 = 0,
após considerar 𝑓𝜅 = 0, 𝑓𝜈 = 0 e 𝑑𝑇𝑚/𝑑𝑥 = 0 torna-se
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) + 𝑘2𝑝(𝑥) = 0, (4.20)
com 0.5 < 𝛼 ≤ 1. Ou seja, como não há variação de temperatura, 𝐴(𝑥) = 0 e o número de onda
em seu formato sem perdas torna-se constante:
𝑘2 = 𝑘20 =
𝜔2
𝑐20
.
Portanto, expressando 𝑝(𝑥) como
𝑝(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0
𝐶𝑛𝑥
𝑛𝛼 = 𝐶0 + 𝐶1𝑥
1𝛼 + 𝐶2𝑥
2𝛼 + 𝐶3𝑥
3𝛼 + . . .
e utilizando a Eq. 4.17 obtém-se como propagação de pressão para o Caso 1 a expressão:
𝑝(𝑥) = 𝑝0 +
𝜇0
Γ(𝛼 + 1)
𝑥𝛼 − 𝑝0𝑘
2
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 − 𝜇0𝑘
2
Γ(3𝛼 + 1)
𝑥3𝛼 +
𝑝0𝑘
4
Γ(4𝛼 + 1)
𝑥4𝛼 + . . . , (4.21)
que também pode ser agrupada em termos 𝑝0 e 𝜇0 e escrita como a série
𝑝(𝑥) = 𝑝0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
Γ(2𝑛𝛼 + 1)
𝑥2𝑛𝛼 + 𝜇0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
Γ[(2𝑛 + 1)𝛼 + 1]
𝑥(2𝑛+1)𝛼. (4.22)
Ou ainda, pode-se representar a solução dada pela Eq. 4.22 como
𝑝(𝑥) = 𝑝0𝐸2𝛼(−𝑘2𝑥2𝛼) + 𝜇0𝑥𝛼𝐸2𝛼,𝛼+1(−𝑘2𝑥2𝛼), (4.23)
onde 𝐸𝛼 e 𝐸2𝛼,𝛼+1 são funções de Mittag-Leffler com um e dois parâmetros, respectivamente.
É importante notar que a Eq. 4.22 é uma representação generalizada da Eq. 4.20, ou
seja, com 𝛼 = 1 e substituindo Γ(𝑛 + 1) por 𝑛! obtém-se a solução de ordem inteira
𝑝(𝑥) = 𝑝0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
(2𝑛)!
𝑥2𝑛 + 𝜇0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
(2𝑛 + 1)!
𝑥(2𝑛+1). (4.24)
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Ainda, resolvendo a Eq. 4.20 para ordem inteira 𝛼 = 1 por qualquer outro método
que seja adequado e utilizando as mesmas condições iniciais 𝑝0 e 𝜇0 obtém-se
𝑝(𝑥) = 𝑝0 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) +
𝜇0
𝑘
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥), (4.25)
que é uma outra forma de representação da Eq. 4.24, o que em certa medida valida matematica-
mente a solução dada pela Eq. 4.22. Simulações envolvendo essa solução e comparações com
soluções encontradas através de abordagens tradicionais podem ser encontradas na Seção 4.6.1.
4.4.2 Caso 2: Propagação da pressão acústica considerando perdas
O segundo caso modelado considera mais uma vez um gradiente de temperaturas
𝑑𝑇𝑚/𝑑𝑥 nulo, porém desta vez as perdas térmicas (𝑓𝜅) e viscosas (𝑓𝜈) são consideradas (dadas
pela Eq. 4.4). Contudo, como não há variação térmica, as perdas existem, porém mantém-se
constantes ao longo dos domínios trabalhados, desse modo o termo 𝑑𝑓𝜈/𝑑𝑥 continua nulo e a
equação de Rott para o Caso 2 é idêntica ao anterior com 0.5 < 𝛼 ≤ 1:
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) + 𝑘2𝑝(𝑥) = 0. (4.26)
No entanto, ainda que o coeficiente 𝐴(𝑥) seja zero, o número de onda 𝑘 é bem
diferente ao levar em conta as perdas termo-viscosas:
𝑘2 =
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 .
Desse modo, a solução generalizada para a Eq. 4.26 é mais uma vez
𝑝(𝑥) = 𝑝0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
Γ(2𝑛𝛼 + 1)
𝑥2𝑛𝛼 + 𝜇0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
Γ[(2𝑛 + 1)𝛼 + 1]
𝑥(2𝑛+1)𝛼, (4.27)
com representação por meio de funções de Mittag-Leffler na forma
𝑝(𝑥) = 𝑝0𝐸2𝛼(−𝑘2𝑥2𝛼) + 𝜇0𝑥𝛼𝐸2𝛼,𝛼+1(−𝑘2𝑥2𝛼), (4.28)
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de modo que com 𝛼 = 1 obtém-se novamente
𝑝(𝑥) = 𝑝0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
(2𝑛)!
𝑥2𝑛 + 𝜇0
∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛𝑘2𝑛
(2𝑛 + 1)!
𝑥(2𝑛+1), (4.29)
que equivale a solução tradicional
𝑝(𝑥) = 𝑝0 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) +
𝜇0
𝑘
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥), (4.30)
porém com um valor de 𝑘 diferente, ainda que constante em relação a 𝑥.
Ressalta-se que apesar do procedimento matemático e das equações para esse caso
serem idênticos ao primeiro, deve-se apontar que o comportamento físico da propagação de
uma onda de pressão ao considerar perdas é bastante diferente, como observado nas simulações
para este caso, cujos resultados estão dispostos na Seção 4.6.2.
4.4.3 Caso 3: Propagação da pressão acústica com perdas e coeficiente da
derivada de primeira ordem não-nulo
Até o segundo caso, abordou-se somente a equação de Rott com o coeficiente re-
ferente à derivada de primeira ordem nulo porque até então adotou-se somente temperaturas
médias homogêneas no material poroso. De modo a formar uma ponte entre o Caso 2 e o geral,
supõe-se uma versão da Eq. 4.7 considerando perdas e definindo 𝐴(𝑥) = 1, obtendo então como
caso intermediário
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) + 𝐷𝛼𝑝(𝑥) + 𝑘2𝑝(𝑥) = 0, (4.31)
para 0.5 < 𝛼 ≤ 1 e com número de onda 𝑘 constante e igual a
𝑘2 =
𝜔2
𝑐20
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 .
Aplicando a relação de recorrência dada pela Eq. 4.17 com 𝐴(𝑥) = 1 obtém-se
como pressão acústica:
𝑝(𝑥) = 𝑝0
[︂
1− 𝑘
2
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 +
𝑘2
Γ(3𝛼 + 1)
𝑥3𝛼 +
𝑘2(𝑘2 − 1)
Γ(4𝛼 + 1)
𝑥4𝛼 + . . .
]︂
+ 𝜇0
[︂
1
Γ(𝛼 + 1)
𝑥𝛼 − 1
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 +
1− 𝑘2
Γ(3𝛼 + 1)
𝑥3𝛼 +
2𝑘2 − 1
Γ(4𝛼 + 1)
𝑥4𝛼 + . . .
]︂
.
(4.32)
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Quando 𝛼 = 1, a Eq. 4.31 pode ser resolvida de outras formas e tem como solução
para as mesmas condições iniciais:
𝑝(𝑥) =
(−𝑝0 − 2𝜇0 + 𝑝0
√
1− 4𝑘2)𝑒(− 12− 12
√
1−4𝑘2)
2
√
1− 4𝑘2
+
(2𝜇0 + 𝑝0 + 𝑝0
√
1− 4𝑘2)𝑒(− 12+ 12
√
1−4𝑘2)
2
√
1− 4𝑘2 .
(4.33)
Embora não seja possível uma verificação visual imediata a partir das expressões
analíticas, a Eq. 4.33 confirma matematicamente a solução generalizada dada pela Eq. 4.32
para ordem 𝛼 = 1, como é demonstrado através de simulações cujos resultados estão presentes
na Seção 4.6.3. Ainda, é importante salientar que a equação de Rott para o Caso 3 não possui
um comportamento condizente com nenhum caso físico real. Isso acontece porque o coeficiente
do segundo termo da equação foi igualado a 1, quebrando a lógica física do modelo para as
condições utilizadas nas simulações. Todavia, o caso estudado ainda é parte importante da curva
de aprendizado esboçada durante o mestrado e na generalização do próximo caso, que é o mais
abrangente. Vale dizer que o desenvolvimento deste trabalho realizado até o Caso 3 já encontra-
se publicado (Valentim et al., 2017).
4.4.4 Caso Geral: Propagação da pressão acústica considerando perdas e tem-
peratura heterogênea
Considera-se então o caso mais geral modelado neste trabalho. Nele, as funções
de perdas termo-viscosas 𝑓𝜅 e 𝑓𝜈 não só são calculadas de acordo com a Eq. 4.4, mas também
variam com a posição 𝑥, já que com o gradiente 𝑑𝑇𝑚/𝑑𝑥 não nulo a viscosidade 𝜈 e difusividade
térmica 𝜅 do fluido não são constantes. Desse modo, a equação de Rott
𝐷2𝛼𝑝(𝑥) + 𝐴(𝑥)𝐷𝛼𝑝(𝑥) + 𝑘2(𝑥)𝑝(𝑥) = 0, (4.34)
para 0.5 < 𝛼 ≤ 1 tem seu coeficiente 𝐴(𝑥) na forma completa
𝐴(𝑥) =
(︂
1− 1
1− 𝑓𝜈
𝑓𝜅 − 𝑓𝜈
1− 𝜎
)︂
1
𝑇𝑚
𝑑𝑇𝑚
𝑑𝑥
− 1
1− 𝑓𝜈
𝑑𝑓𝜈
𝑑𝑥
, (4.35)
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e o número de onda é
𝑘2(𝑥) =
𝜔2
𝑐20
𝑇𝐶
𝑇𝑚
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]
1− 𝑓𝜈 , (4.36)
em que o termo 𝑇𝐶/𝑇𝑚 ajusta a velocidade do som de acordo com a temperatura do fluido
naquela posição (com 𝑇𝐶 representando a temperatura ambiente do fluido). A variação de tem-
peratura ao longo de 𝑥 também altera algumas das propriedades do gás, o que implica nos
coeficientes 𝑓𝜅 e 𝑓𝜈 variando com a posição dentro do núcleo termoacústico.
Aplicando a relação de recorrência da Eq. 4.17 obtém-se a expressão generalizada
para propagação da pressão acústica:
𝑝(𝑥) = 𝑝0
[︂
1− 𝑘
2(𝑥)
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 +
𝑘2(𝑥)𝐴(𝑥)
Γ(3𝛼 + 1)
𝑥3𝛼 +
𝑘2(𝑥)[𝑘2(𝑥)− 𝐴(𝑥)]
Γ(4𝛼 + 1)
𝑥4𝛼 + . . .
]︂
+ 𝜇0
[︂
1
Γ(𝛼 + 1)
𝑥𝛼 − 𝐴(𝑥)
Γ(2𝛼 + 1)
𝑥2𝛼 +
𝐴2(𝑥)− 𝑘2(𝑥)
Γ(3𝛼 + 1)
𝑥3𝛼
+
2𝐴(𝑥)𝑘2(𝑥)− 𝐴3(𝑥)
Γ(4𝛼 + 1)
𝑥4𝛼 + . . .
]︂
.
(4.37)
A expressão representada na Eq. 4.37 é utilizada para descrever a propagação de
pressão acústica de forma generalizada para 0.5 < 𝛼 ≤ 1 e 1 < 2𝛼 ≤ 2. Simulações foram
realizadas com o objetivo de explorar o modelo com diferentes valores de 𝛼, como mostrado
na Seção 4.6.4. O perfil de variação de temperatura média utilizado para 𝑇𝑚 e as condições de
simulação utilizadas incluindo o valor de cada parâmetro estão descritos na Seção 4.6.
4.5 Condições de contorno e estratégias de implementação
O modelo desenvolvido na Seção 4.3 é construído a partir de somente duas condi-
ções de contorno para o ponto 𝑥 = 0, isto é, não há a priori como inserir nas equações informa-
ções referentes ao final do domínio de propagação, no caso, quando 𝑥 = 𝐿. No entanto, como
esse modelo é utilizado para descrever as características presentes em um motor de domínio
finito, é necessário que as condições em 𝑥 = 𝐿 sejam levadas em conta de alguma forma. Com
o objetivo de relacionar tais informações, emprega-se a equação referente à velocidade da par-
tícula acústica, posto o fato de que a equação de Rott pode ser escrita também em um formato
acoplado composto por duas equações diferenciais ordinárias de primeira ordem. Desse modo,
a equação de pressão termoacústica está relacionada à velocidade da partícula na componente
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de propagação, dada por ?˜?, a partir da equação (Swift, 2002; Bannwart, 2014)
?˜?(𝑥) =
1
𝑖𝜔𝜌𝑚
𝑑𝑝
𝑑𝑥
(1− 𝑓𝜈), (4.38)
ou da velocidade de volume
?˜?(𝑥) =
𝑆𝑎
𝑖𝜔𝜌𝑚
𝑑𝑝
𝑑𝑥
(1− 𝑓𝜈), (4.39)
em que 𝑖 diz respeito à unidade imaginária utilizada na notação complexa adotada e ?˜? = ?˜?𝑆𝑎,
com 𝑆𝑎 representando a área da seção transversal do duto, podendo ser 𝑆𝑤 para a área das guias
de ondas vazias ou 𝑆𝑠 para a área em que há material poroso no stack.
As duas condições de contorno definidas para o modelo elaborado são 𝑝0 e 𝜇0, que
indicam respectivamente a pressão e a derivada da pressão em relação a 𝑥 no ponto 𝑥 = 0.
A primeira condição pode ser simplesmente atribuída à pressão acústica no ponto 𝑥 = 0. Por
meio da Eq. 4.39, pode-se relacionar a segunda condição de contorno à velocidade de volume
no ponto 𝑥 = 0:
𝑑𝑝
𝑑𝑥
⃒⃒⃒⃒
𝑥=0
=
𝑖𝜔𝜌𝑚(0)?˜?(0)
𝑆𝑎(1− 𝑓𝜈) = 𝜇0, (4.40)
Dessa forma, considerando a impedância característica
𝑍𝑐 =
𝜌𝑚𝑐0
𝑆𝑎
√
1− 𝑓𝜈
√︀
1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅
(4.41)
e o número de onda no ponto 𝑥 = 0
𝑘 =
𝜔
𝑐0
[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]1/2
(1− 𝑓𝜈)1/2 ,
pode-se rearranjar a Eq. 4.40 para a forma:
𝜇0 =
𝑖 𝑘 𝑈0 𝜌𝑚(0) 𝑐0(1− 𝑓𝜈)1/2
𝑆𝑎(1− 𝑓𝜈)[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]1/2 = 𝑖𝑘𝑈0
𝑐0𝜌𝑚(0)(1− 𝑓𝜈)−1/2
𝑆𝑎[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]1/2 =
𝑖𝑘𝑈0
𝑐0𝜌𝑚(0)
𝑆𝑎(1− 𝑓𝜈)1/2[1 + (𝛾 − 1)𝑓𝜅]1/2 = 𝑖𝑘𝑈0𝑍𝑐.
Finalmente, utiliza-se uma pressão acústica de referência igual a 1 Pa e então as
duas condições de contorno são:
𝑝0 = 1,
𝜇0 = 𝑖𝑘𝑈0𝑍𝑐.
(4.42)
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De todo modo, não foi explicitado até então como a velocidade𝑈0 é calculada e nem
como as condições de contorno para 𝑥 = 𝐿 são definidas. Para fazê-lo, é necessário considerar
o tipo de motor termoacústico a ser modelado e as condições de pressão e velocidade de volume
nas extremidades do dispositivo. Posto o fato de que o motor a ser modelado opera sob o regime
de ondas estacionárias, adotou-se que sua extremidade direita é fechada, ou seja, sem velocidade
e a esquerda possui uma membrana, que oscila de acordo com a velocidade, como apontado na
Figura 4.1. Essa membrana pode ser parte de um alternador linear, por exemplo, colocando
o modelo construído dentro do contexto de regeneração de energia no qual este trabalho foi
desenvolvido. Através da impedância no ponto 𝑥 = 0 é possível definir a velocidade na entrada
por meio da expressão 𝑈0 = 𝑝0/𝑍0. A impedância de entrada 𝑍0 representa a carga acústica
naquele ponto e pode ser calculada de duas formas, sendo a primeira através de matrizes de
transferência contabilizando o conjunto de impedâncias características ao longo do domínio e a
segunda experimentalmente - maiores informações sobre o cálculo de𝑍0 podem ser encontradas
no Anexo B. Aponta-se também que este tipo de dispositivo é geralmente projetado para possuir
uma extensão igual à metade do comprimento de onda 𝜆 da frequência de operação, ao passo
que como a pressão e a velocidade são defasadas em noventa graus, os máximos de pressão são
registrados nas extremidades do motor, em contraste aos máximos da velocidade/vazão. Essa
característica permite que os pontos de maior pressão acústica sejam ao redor da parte ativa do
núcleo, de modo que o efeito termoacústico seja melhor aproveitado.
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Figura 4.1: Motor termoacústico a onda estacionária: condições de contorno. Adaptado
de Bannwart (2014).
A implementação das soluções obtidas nos quatro casos foi realizada utilizando o
software Mathematica. Posto o fato de que o motor termoacústico é composto por diferentes
guias de onda, é necessário dividir o sistema em subsistemas menores de modo que haja uma
homogeneidade de condições em cada um deles. Isso é, a equação de Rott possui as mesmas ca-
racterísticas dentro de cada subsistema e a propagação da pressão acústica pode ser simulada de
forma contínua dentro do mesmo. No subsistema seguinte, utilizam-se como condições iniciais
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os valores de pressão acústica e velocidade de volume no último ponto do subsistema anterior.
De modo a ilustrar esse processo, a Figura 4.2 apresenta tal divisão em um motor a onda esta-
cionária. O primeiro subsistema inicia-se no ponto 𝑥 = 0, possui comprimento 𝐿1 e representa
a primeira guia de onda do motor, onde não há gradiente de temperatura (ou seja, 𝐴(𝑥) = 0)
e as perdas não são muito significativas devido à ausência de material poroso. Em seguida, o
segundo subsistema representa uma guia de onda de comprimento 𝑊1 e pode ser considerado
como uma espécie de guia de transição entre o núcleo e o restante do motor, possuindo também
as mesmas características que o primeiro subsistema. Posteriormente, quando 𝑥 = 𝑥𝑠, um sub-
sistema completamente diferente entra em cena, referente à parte ativa do núcleo. Dessa vez,
além do gradiente de temperatura linear positivo, deve-se considerar que as funções de perda são
muito diferentes graças à porosidade do material no stack e da própria variação de temperatura.
Essa estratégia é aplicada em cada sistema, representando seus comprimentos e particularidades
de acordo com as características reais do motor modelado. Neste ponto, fica clara a utilidade de
ter iniciado a modelagem da equação de propagação de Rott a partir de condições mais simples,
já que alguns desses sistemas são justamente os casos trabalhados anteriormente (por exemplo,
o Caso 2 representa uma guia de onda com perdas sem variação de temperatura). Sendo assim,
a variação de pressão acústica para a totalidade do motor termoacústico é a concatenação do
comportamento da curva de pressão em todos esses subsistemas.
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Figura 4.2: Motor termoacústico a onda estacionária: subsistemas de implementação.
Adaptado de Bannwart (2014).
Um outro ponto ainda sobre a implementação é referente ao número de termos
utilizado em cada solução. Como característica inerente às soluções aproximadas por séries
de Taylor, tem-se que quanto maior a distância do ponto no qual a série é centrada (no caso
𝑥0 = 0), maior a magnitude do erro. Idealmente, as séries deveriam ser infinitas para que
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esse erro tendesse a zero dentro do raio de convergência. Como isso não é computacionalmente
possível, necessita-se escolher um número de termos que atinja erros suficientemente reduzidos.
Ainda, é importante destacar que a estratégia de utilizar subsistemas menores contribui com a
diminuição do número de termos necessários para uma boa aproximação, já que trabalhando
dessa forma é como se cada sistema tivesse a sua própria série centrada em sua origem, ou seja,
o ponto de análise nunca é muito distante do ponto no qual a série foi expandida - o que garante
também a permanência da solução dentro do raio de convergência da série de cada sistema.
Para avaliação do número de termos utilizado, alguns testes foram realizados. Por exemplo, a
Figura 4.3 mostra a propagação da pressão acústica na primeira guia de onda do motor do Caso
Geral simulada a partir de uma solução com 5, 10, 15, 20 e 25 termos. Nota-se que apenas
a solução com 5 termos apresenta um resultado visualmente discrepante em relação às outras
aproximações, seja para o caso inteiro ou fracionário. Assim, calculou-se para o mesmo caso o
erro relativo máximo de cada uma dessas aproximações em relação à solução com 25 termos,
como apresentado na Tabela 4.1. É possível notar que tanto para o caso inteiro quanto para
o fracionário as aproximações com 20 termos atingem uma diferença de erro relativo inferior
à ordem de 10−10, considerada uma precisão suficientemente boa para o trabalho em questão.
Desse modo, todas as soluções apresentadas no Capítulo 4 e no Capítulo 5 desta dissertação
foram simuladas utilizando séries de 20 termos.
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n=25
n=20
n=15
n=10
n=5
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
x
R
e
[p˜
(x
)]
(b) 𝛼 = 0.9
Figura 4.3: Comparação de uma solução generalizada utilizando diferentes números de termos.
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Tabela 4.1: Comparação entre o erro relativo máximo da magnitude da pressão calculada
utilizando séries com diferentes termos em relação à aproximação com 25 termos.
Número de termos 𝛼 = 1 𝛼 = 0.95 𝛼 = 0.9
20 6.532 ×10−13 1.812 ×10−11 5.013 ×10−10
15 1.309 ×10−7 1.188 ×10−6 1.088 ×10−5
10 1.511 ×10−4 6.729 ×10−4 3.057 ×10−3
5 3.742 ×10−1 6.623 ×10−1 1.207
4.6 Simulações dos modelos obtidos
Todas as simulações foram realizadas utilizando ar à temperatura e pressão am-
biente como fluido de trabalho. Essas condições são as mesmas utilizadas nos experimentos
de Bannwart (2014) no Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Maine (LAUM), cujos da-
dos serão usados para uma investigação e confrontação experimental do modelo desenvolvido
(Capítulo 5). Assim, optou-se por utilizar na simulação as mesmas condições e as mesmas di-
mensões de cada seção do motor iguais ao do dispositivo construído no referido trabalho. As
medidas do material poroso utilizado como stack a partir do Caso 2 também foram retiradas do
mesmo trabalho e referem-se a um material cerâmico de poro cilíndrico utilizado nos MTAs à
onda estacionária no experimento. As frequências de oscilação utilizadas nas simulações deste
capítulo foram identificadas como condições ótimas de operação no referido trabalho para o
regime de aquecimento e os parâmetros de fluido e duto utilizados em cada caso.
As simulações com 𝛼 ̸= 1 deste capítulo não refletem nenhuma característica física
pré-determinada, sendo incluídas aqui para demonstrar a vantagem de contar com um parâme-
tro de ajuste extra e exibir possíveis peculiaridades de modelos de propagação fracionários. A
impedância de entrada utilizada para identificar a velocidade de volume no ponto 𝑥 = 0 foi cal-
culada a partir do formalismo de matrizes de transferência descrito no Anexo B. Vale apontar
que para o ajuste da ordem arbitrária aos dados experimentais serão usadas impedâncias obti-
das experimentalmente. Em todos os resultados apresentados neste capítulo a pressão é dada
em Pascal, a velocidade de volume em m3/s e a posição em metros.
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Tabela 4.2: Parâmetros usados para representar as condições físicas do ar nas simulações.
Dados extraídos de Bannwart (2014).
Parâmetro Representação Valor
Temperatura ambiente 𝑇𝐶 295.15 K
Pressão média 𝑝𝑚 101.9 kPa
Densidade média 𝜌𝑚 1.203 kg/m³
Viscosidade 𝜇 1.819× 10−5 Pa.s
Condutividade térmica ?¯? 0.0260 W/(m.K)
Calor específico isobárico 𝐶𝑃 1003 J/(kg.K)
Coeficiente politrópico 𝛾 1.402
Velocidade do som 𝑐0 344.6 m/s
Número de Prandtl 𝜎 0.7008
Tabela 4.3: Parâmetros usados para representar o duto termoacústico nas simulações. Dados
extraídos de Bannwart (2014).
Parâmetro Representação Valor
Primeiro guia de onda 𝐿1 4 m
Guia de onda pré núcleo 𝑊1 0.0640 m
Parte ativa do núcleo 𝐻𝑠 0.0875 m
Parte passiva do núcleo 𝐻𝑤 0.2700 m
Guia de onda pós núcleo 𝑊2 0.0540 m
Segundo guia de onda 𝐿2 0 m
Raio do guia de onda 𝑅𝑤 0.0169 m
Área da seção transversal 𝑆𝑤 8.9727× 10−4 m²
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4.6.1 Caso 1: Propagação da pressão acústica sem perdas
Para o Caso 1, simulou-se a equação de propagação sem nenhum tipo de perda acús-
tica. Sendo assim, o motor ou duto onde a onda é propagada é esquematizado na Figura 4.4,
na qual não há nenhum tipo de material poroso, de modo que as guias de onda estejam con-
catenadas e sem nenhum tipo de empecilho no meio de propagação. A frequência de operação
para a simulação foi de 38 Hz, configuração ótima obtida por Bannwart (2014). Os parâmetros
utilizados referentes ao fluido e ao duto estão registrados nas Tabelas 4.2 e 4.3, respectivamente.
Naturalmente, mesmo que quase desprezíveis para esse tipo de duto, perdas teriam de ser con-
tabilizadas por exemplo em relação ao arrasto do fluido nas paredes. De todo modo, para fins de
estudo da generalização desenvolvida, optou-se por desconsiderar todo e qualquer tipo de perda
e manter 𝑓𝜅 = 0 e 𝑓𝜈 = 0 independentemente do domínio analisado. Sendo assim, as curvas
de pressão e velocidade não sofrem nenhum tipo de atenuação, como pode ser visto nas Figu-
ras 4.5, 4.6 e 4.7. Na Figura 4.8 pode-se visualizar também a variação da magnitude de pressão
ao longo do domínio, cujos máximos concentram-se nas extremidades do duto, e a mudança de
fase da pressão na metade do duto de propagação. Nota-se também que nessas figuras dois tipos
de representação da solução estão sendo comparados, sendo o primeiro a tradicional soma de
senos e cossenos, dada pela Eq. 4.25, e o segundo a solução generalizada proposta com 𝛼 = 1
dada pela Eq. 4.22. Desse modo, é possível ver através da sobreposição da linha tracejada com
a linha contínua de que a solução generalizada para o Caso 1 equivale à solução tradicional
quando 𝛼 = 1, como já abordado na Seção 4.4.1, confirmando também de forma gráfica a ge-
neralização do Caso 1. Os gráficos das partes reais, imaginárias e absolutas da pressão acústica
e da velocidade de volume, apresentados nas Figuras 4.5 a 4.8 corroboram essa afirmação.
Contudo, quando a solução proposta é simulada para valores não-inteiros de 𝛼 a
situação é completamente diferente. A mudança da ordem da derivada altera a magnitude e a
fase tanto da velocidade quanto da pressão acústica, como pode ser observado nas Figuras 4.9
a 4.11. Nota-se que mesmo se tratando de um caso em que perdas não estão sendo consideradas
há uma forte atenuação presente nas curvas quando 𝛼 < 1, principalmente ao passo que 𝛼 fica
menor. Tal atenuação ou dissipação é inerente da aproximação do cálculo fracionário e aparece
também em outros trabalhos, como discutido no Capítulo 3, em que valores de 𝛼 menores que
um evocam comportamentos referentes à difusão. Mesmo não retratando características físicas
reais para este caso, essa capacidade de representar dissipações através do parâmetro extra 𝛼
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Figura 4.4: Duto a onda estacionária implementado para o Caso 1. Temperatura homogênea,
perdas desconsideradas. Adaptado de Bannwart (2014).
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Figura 4.5: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 1. Comparação entre a solução
representada pela Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.25 (linha tracejada).
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Figura 4.6: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 1. Comparação entre a
solução representada pela Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.25 (linha tracejada).
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Figura 4.7: Magnitudes de pressão e velocidade para o Caso 1. Comparação entre a solução
representada pela Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.25 (linha tracejada).
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Figura 4.8: Magnitude e fase da pressão para o Caso 1. Comparação entre a solução
representada pela Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.25 (linha tracejada).
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Figura 4.9: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 1. Comparação entre a Eq. 4.22
com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.10: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 1. Comparação entre a
Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.11: Magnitudes da pressão e da velocidade para o Caso 1. Comparação entre a
Eq. 4.22 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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pode auxiliar no fitting do modelo desenvolvido a dados experimentais. Pode-se notar que as
curvas demonstradas nas figuras podem distanciar-se do caso 𝛼 = 1, que descreve o fenômeno
real. Isso é natural, já que por exemplo os valores de 𝛼 = 0.95 e 𝛼 = 0.9 representam derivadas
de ordem 1.9 e 1.8, respectivamente, o que é relativamente distante da derivada de segunda
ordem. Para encontrar valores de 𝛼 com um potencial maior de descrever melhor condições
físicas reais, deve-se portanto procurar valores de 𝛼 mais próximos a 1.
4.6.2 Caso 2: Propagação da pressão acústica considerando perdas
Para o Caso 2, continua-se utilizando a mesma frequência de operação e os mesmos
valores dados pelas Tabelas 4.2 e 4.3, referentes ao fluido de trabalho e à configuração do motor
termoacústico. Porém, como agora serão consideradas também perdas térmicas e viscosas ao
longo do duto, optou-se por adicionar um núcleo termoacústico contendo um material poroso,
de modo que as perdas sejam ainda maiores dentro do núcleo (graças ao efeito termoacústico).
A Figura 4.12 esquematiza o motor a onda estacionária sendo modelado para este caso, o qual
já pode ser considerado um motor termoacústico em referência a seus componentes, porém
ainda não há um gradiente de temperatura sobre o núcleo. O stack adotado a partir deste caso
é formado por um catalisador cerâmico de 900 células por polegada quadrada (cspi) com poros
cilíndricos. As informações referentes a esse material podem ser conferidas na Tabela 4.4 e
foram obtidas por Bannwart (2014) através do método inverso de estimação de propriedades
geométricas de materiais porosos (Guédra et al., 2015).
Tabela 4.4: Parâmetros usados para representar o stack cerâmico nas simulações. Dados
extraídos de Bannwart (2014).
Parâmetro Representação Valor
Raio do poro cerâmico 𝑅𝑝 5.33× 10−4 m
Porosidade 𝜑 0.83
Área da seção transversal livre 𝑆𝑠 7.45× 10−4 m²
Aqui, mais uma vez simulou-se a propagação de pressão acústica e velocidade de
volume calculadas pela solução na forma trabalhada durante este projeto em confrontação com
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Figura 4.12: Duto com material poroso a onda estacionária implementado para o Caso 2.
Adaptado de Bannwart (2014).
as formas de representação por meio da fórmula tradicional expressa por somas de senos e
cossenos (Eqs. 4.27 e 4.30, respectivamente). Como esperado, para 𝛼 = 1 obtém-se a sobrepo-
sição entre as curvas apresentadas nas Figuras 4.13 a 4.16, já que nesse caso ambas equações
são representações da mesma solução. Posto o fato de que existe material poroso no núcleo, é
interessante observar em maior detalhe como a pressão e a velocidade de volume se compor-
tam dentro dessa região do motor. Para isso, destacam-se as regiões da parte ativa e passiva
do núcleo, como mostrado nas Figuras 4.17 a 4.19. Referente às curvas de pressão nessa re-
gião, nota-se que sua parte imaginária sofre uma inversão de sinal significativa. Essa mudança
diz respeito à resistividade térmica e viscosa muito mais acentuada na parte ativa do núcleo
do motor devido ao raio do poro no stack ser da mesma magnitude das camadas limites tér-
micas e viscosas do ar, de modo que haja um atraso entre movimento acústico e transferência
de calor em razão da ocorrência do efeito termoacústico. Essa característica também pode ser
visualizada na mudança de fase da pressão na região do núcleo, como mostra a Figura 4.16.
Para a velocidade, nota-se que tanto sua parte real quanto imaginária sofrem uma diminuição
significativa em direção a zero. Fisicamente, pode-se atribuir tal diminuição a um maior arrasto
dentro dos poros do material cerâmico, de modo que o ar tenha uma dificuldade muito maior
em transitar por essa parte do duto e a velocidade diminua. Ressalta-se que, de acordo com o
esquema do motor apresentado na Figura 4.12, as linhas tracejadas de delimitação nos gráficos
apresentados nesta e em seções posteriores representam o início da parte ativa (𝑥𝑙), o início da
parte passiva (𝑥ℎ) e o final da parte passiva do núcleo (𝑥𝑤).
Em relação às simulações utilizando valores de 𝛼 menores que zero, uma análise
análoga ao do Caso 1 pode ser realizada, já que as ordens fracionárias trazem mais uma vez
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Figura 4.13: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 2. Comparação entre a solução
representada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.14: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 2. Comparação entre a
solução representada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.15: Magnitudes da pressão e da velocidade para o Caso 2. Comparação entre a
solução dada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.16: Magnitude e fase da pressão para o Caso 2. Comparação entre a solução dada pela
Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
efeitos de atenuação. Neste caso, como perdas viscosas e térmicas estão sendo considerados,
o aumento de dissipação imposto pelos modelos fracionários intensificam ainda mais essas
perdas. Isso é visualizado principalmente na região ativa do núcleo, onde as perdas são signifi-
cantemente maiores, como pode ser verificado nas Figuras 4.20 a 4.22.
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Figura 4.17: As partes real e imaginária da pressão no núcleo para o Caso 2. Comparação entre
a solução dada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.18: As partes real e imaginária da velocidade no núcleo para o Caso 2. Comparação
entre a solução dada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.19: Magnitudes da pressão e da velocidade no núcleo para o Caso 2. Comparação
entre a solução dada pela Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.30 (linha tracejada).
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Figura 4.20: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 2. Comparação entre a
Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.21: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 2. Comparação entre a
Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.22: Magnitudes da pressão e da velocidade para o Caso 2. Comparação entre a
Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
4.6.3 Caso 3: Propagação da pressão acústica com perdas e coeficiente da
derivada de primeira ordem não-nulo
O Caso 3 não representa nenhuma configuração de motor ou duto termoacústico
físico, de modo que o seu modelo foi utilizado como passo intermediário na elaboração do
modelo mais geral, o quarto caso. Sendo assim, com o intuito de apresentar simulações de todos
os casos trabalhados, apresenta-se nesta seção os resultados do mesmo motor estacionário sem
gradiente de temperatura simulado na Seção 4.6.2, porém agora a expressão 𝐴(𝑥) do modelo
utilizado tem um valor constante igual a 1 nos domínios referentes às partes ativa e passiva do
núcleo. As condições de simulação referentes ao fluido de trabalho, frequência de operação e
dimensões do motor são as mesmas utilizadas para o Caso 2.
Por meio dos resultados das Figuras 4.23 a 4.29 pode-se observar que as curvas do
modelo são muito parecidas com as obtidas para o Caso 2. Mesmo no núcleo, onde há a questão
do termo adicional na equação que rege o modelo, as curvas tanto de pressão quanto de velo-
cidade possuem comportamentos semelhantes, com algumas diferenças de magnitude ao final
da parte passiva. Como esperado, é possível verificar visualmente também que a representação
da solução encontrada pela técnica de séries de potências fracionárias para 𝛼 = 1 é mais uma
vez equivalente à representação da solução obtida por separação de variáveis, ao passo que suas
curvas continuam se sobrepondo nos gráficos.
Em seguida, nas Figuras 4.30 a 4.32, observa-se mais uma vez como os modelos
fracionários podem mudar a magnitude e a fase da pressão e velocidade sem a alteração de
nenhum coeficiente, com efeitos dissipativos aumentando em proporção inversa ao valor de 𝛼.
Reitera-se que embora os modelos das figuras em questão não representem condições físicas
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reais de um motor da forma como estão dispostos, pode-se tirar vantagem dessa característica
dos modelos fracionários para um fitting melhor, como será discutido no Capítulo 5.
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Figura 4.23: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 3. Comparação entre a solução
dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.24: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 3. Comparação entre a
solução dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.25: Magnitudes da pressão e da velocidade para o Caso 3. Comparação entre a
solução dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.26: Magnitude e fase da pressão para o Caso 3. Comparação entre a solução dada pela
Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.27: As partes real e imaginária da pressão no núcleo para o Caso 3. Comparação entre
a solução dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.28: As partes real e imaginária da velocidade no núcleo para o Caso 3. Comparação
entre a solução dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.29: Magnitudes da pressão e da velocidade no núcleo para o Caso 3. Comparação
entre a solução dada pela Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e Eq. 4.33 (linha tracejada).
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Figura 4.30: As partes real e imaginária da pressão para o Caso 3. Comparação entre a
Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.31: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso 3. Comparação entre a
Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.32: Magnitudes da pressão e da velocidade para o Caso 3. Comparação entre a
Eq. 4.32 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
4.6.4 Caso Geral: Propagação da pressão acústica considerando perdas e tem-
peratura heterogênea
No Caso Geral, simula-se o modelo completo da equação de propagação de Rott
generalizada representada pela Eq. 4.3, no qual há um gradiente de temperatura imposto sobre
o núcleo e o coeficiente 𝐴(𝑥) da Eq. 4.34 é da forma dada pela Eq. 4.8. O motor estacionário
simulado é esquematizado na Figura 4.33 e suas dimensões listadas na Tabela 4.5. O stack
utilizado continua sendo composto pelo mesmo material poroso cerâmico cujas características
estão descritas na Tabela 4.4. A frequência de operação utilizada para as simulações foi de
121 Hz, que é o valor ótimo encontrado para essas configurações de motor segundo Bannwart
(2014). Nesse mesmo trabalho, estima-se que as temperaturas variaram entre 𝑇𝐶 = 295.15 K
nas extremidades do núcleo a 𝑇𝐻 = 575.15 K no trocador de calor quente. Desse modo, estes
serão os valores utilizados para compor o perfil de temperatura no núcleo termoacústico, aqui
aproximado para um perfil linear como esboçado na Figura 4.33.
No entanto, existe uma complicação no modelo para o Caso Geral que deve ser
mencionada. Quando há um gradiente de temperatura imposto sobre o núcleo termoacústico,
o modelo proposto por Rott admite que a temperatura do fluido de trabalho e do sólido são as
mesmas. Desse modo, as propriedades do fluido devem ser recalculadas dentro do interior do
núcleo termoacústico. Por exemplo, a velocidade do som é bastante afetada pela variação de
temperatura e é necessário que um termo de correção da mesma seja adicionado ao modelo,
como mostrado na Eq. 4.36. As funções de perdas 𝑓𝜅 e 𝑓𝜈 também são afetadas posto o fato
que elas dependem das funções de penetração da camada limite (Eqs. 4.5 e 4.6), que por sua
vez dependem dos coeficientes de viscosidade e difusividade do fluido de trabalho, parâmetros
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Tabela 4.5: Parâmetros usados para representar o duto termoacústico nas simulações do Caso
Geral. Dados extraídos de Bannwart (2014).
Parâmetro Representação Valor
Primeiro guia de onda 𝐿1 1.0600 m
Guia de onda pré núcleo 𝑊1 0.0640 m
Parte ativa do núcleo 𝐻𝑠 0.0875 m
Parte passiva do núcleo 𝐻𝑤 0.2700 m
Guia de onda pós núcleo 𝑊2 0.0540 m
Segundo guia de onda 𝐿2 0 m
Raio do guia de onda 𝑅𝑤 0.0169 m
Área da seção transversal 𝑆𝑤 8.9727× 10−4 m²
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Figura 4.33: Motor termoacústico à onda estacionária implementado para o Caso Geral.
Adaptado de Bannwart (2014).
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Figura 4.34: Evolução das funções de perdas 𝑓𝜅 e 𝑓𝜈 a partir da Eq. 4.4 com a temperatura
𝑇𝑚(𝑥) no stack. A linha tracejada é a média aritmética entre 𝑇𝐻 e 𝑇𝐶 .
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muito sensíveis a variações de temperatura. A Figura 4.34 ilustra como as funções de perda são
afetadas pela temperatura média da seção transversal do fluido de trabalho para as condições
de operação específicas ao motor e fluido utilizados no Caso Geral. Diferente da questão do
número de onda, que pode ser corrigido facilmente, as funções de perda são mais delicadas por
dependerem da geometria do poro ou duto sendo utilizado. Por esta razão, optou-se por simular
o Caso Geral com 𝑓𝜅 e 𝑓𝜈 constantes em relação à temperatura do fluido. Como o valor dessas
funções são muito diferentes para os pontos de maior e menor temperaturas nas partes ativa e
passiva no núcleo, definiu-se que elas seriam recalculadas para uma temperatura média entre
𝑇𝐶 e 𝑇𝐻 (definida na Figura 4.34 por uma linha vertical tracejada), de modo que tal hipótese de
perdas constantes dentro de cada segmento não fosse considerada muito acentuada.
Nos resultados de simulação de ordem inteira obtidos para o Caso Geral, pode-se
observar que a variação de temperatura impacta de forma severa tanto a pressão quanto a velo-
cidade no núcleo termoacústico, como apontado nas Figuras 4.35 a 4.42. É interessante notar
que a magnitude da velocidade de volume das partículas do ar aumenta do ponto 𝑥𝑙 (entrada do
núcleo) até o ponto 𝑥ℎ, onde há o trocador de calor quente no núcleo, devido principalmente à
diminuição da densidade média do ar nessa região. Ademais, é possível visualizar por meio da
Figura 4.38 que a magnitude da pressão é maior na região em que há o gradiente de tempera-
tura, de modo que a potência acústica produzida na região também seja maior. Esta é a razão
pela qual os motores termoacústicos são projetados de modo que o valor máximo de pressão
acústica ocorra no núcleo. Ainda, observa-se por meio da Figura 4.39 que a diferença de fase
entre a pressão e a velocidade comporta-se como esperado, em fase na membrana e com 90𝑜 na
extremidade fechada. Na mesma figura apresenta-se também a potência acústica no motor, com
seu valor máximo absoluto no núcleo e sinal negativo em sua maioria, indicando que o sentido
de propagação da potencia é contrário à convenção adotada para 𝑥.
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Figura 4.35: As partes real e imaginária da pressão para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
88
0.0 0.5 1.0 1.5
-2.× 10-7
-1.5× 10-7
-1.× 10-7
-5.× 10-8
0
5.×10-8
1.×10-7
1.5×10-7
x
R
e
[U˜
(x
)]
0.0 0.5 1.0 1.5
0
5.×10-7
1.×10-6
1.5×10-6
2.×10-6
x
Im
[U˜
(x
)]
Figura 4.36: As partes real e imaginária da velocidade para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
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Figura 4.37: Magnitudes de pressão e velocidade para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
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Figura 4.38: Magnitude e fase da pressão para o Caso Geral. Comparação entre a Eq. 4.37 com
𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
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Figura 4.39: Diferença de fase e potência acústica para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
Para verificar o modelo para o Caso Geral, optou-se por construir uma aproximação
numérica a partir do método de Runge-Kutta de quarta ordem em cada um dos subdomínios para
resolver a equação de Rott e uma função de interpolação também de quarta ordem para fazer a
comparação à solução expressa pela Eq 4.37 com 𝛼 = 1. O software Mathematica também foi
utilizado para realizar esses procedimentos. Como apresentado nas Figuras 4.35 a 4.42 o modelo
desenvolvido possui uma boa aproximação com o resultado numérico, de modo que as curvas
estejam praticamente sobrepostas ao longo de todos subsistemas do motor termoacústico.
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Figura 4.40: As partes real e imaginária da pressão no núcleo para o Caso Geral. Comparação
entre a solução dada pela Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aproximação por
Runge-Kutta (linha tracejada).
Em relação aos modelos de ordem não inteira, mais uma vez observam-se efeitos
dissipativos para 𝛼 < 1 (Figuras 4.43 a 4.45). Estes efeitos serão explorados na análise realizada
no Capítulo 5, no qual os modelos serão comparados a dados de origem experimental e possíveis
vantagens da modelagem fracionária serão exploradas.
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Figura 4.41: As partes real e imaginária da velocidade no núcleo para o Caso
Geral.Comparação entre a solução dada pela Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma
aproximação por Runge-Kutta (linha tracejada).
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Figura 4.42: Magnitudes de pressão e velocidade no núcleo para o Caso Geral. Comparação
entre a Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua) e uma aprox. por Runge-Kutta (linha tracejada).
0.0 0.5 1.0 1.5
-1.0
-0.5
0.0
0.5
1.0
x
R
e
[p˜
(x
)]
0.0 0.5 1.0 1.5
-0.15
-0.10
-0.05
0.00
x
Im
[p˜
(x
)]
Figura 4.43: As partes real e imaginária da pressão para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.44: As partes real e imaginária da pressão para o Caso Geral. Comparação entre a
Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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Figura 4.45: Comparação entre as magnitudes de pressão e velocidade para a Eq.4.37 com
𝛼 = 1 (linha contínua), 𝛼 = 0.95 (linha traço-ponto) e 𝛼 = 0.9 (linha tracejada).
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5 AVALIAÇÕES A PARTIR DE UMA FONTE EXPERIMENTAL
Nesta seção são apresentados os dados experimentais utilizados neste trabalho. Pri-
meiramente, define-se de maneira sucinta as condições de obtenção desses dados. Em seguida,
alguns detalhes referentes ao modo como lidou-se com dados experimentais são esclarecidos.
Finalmente, comparam-se os dados de pressão acústica e velocidade de volume obtidos ex-
perimentalmente com os dos modelos desenvolvido para diferentes valores de 𝛼, comparando
também os erros entre magnitudes e ganhos termoacústicos.
5.1 Fonte experimental
Os dados de origem experimental utilizados neste capítulo foram obtidos
por Bannwart (2014) no Laboratoire d’Acoustique de l’Université du Maine (LAUM) durante
seu doutorado, no qual um novo método de medição e caracterização de núcleos termoacústi-
cos foi desenvolvido. No trabalho em questão utilizou-se além do referido método, chamado
de Método das Impedâncias, outros dois métodos de medição (duas cargas com e sem inver-
são do núcleo termoacústico) para testar quatro diferentes materiais no interior de um núcleo
termoacústico para um intervalo de frequências de 30 a 500 Hz e diferentes intensidades de
aquecimento. As medidas utilizadas foram as provenientes do Método da Impedância, já que
este mostrou-se não só superior aos outros dois, mas também o único capaz de caracterizar
materiais de alta impedância acústica (Bannwart et al., 2013).
Além disso, destaca-se que no referido trabalho foram obtidas as configurações oti-
mizadas de máximo de ganho em produção de potência acústica para os diferentes materiais e
combinações de comprimentos de guias de onda e frequências de operação, seja para máquinas
de ondas estacionárias ou progressivas. Para o escopo deste projeto, consideram-se somente os
dados obtidos das configurações otimizadas identificadas no referido trabalho para o material
poroso cerâmico (cujas características encontram-se na Tabela 4.4) e máquinas de onda estaci-
onária. Para exploração de tais dados, utilizou-se o código em Matlab desenvolvido no referido
trabalho e os arquivos .𝑚𝑎𝑡 referentes às medições realizadas.
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5.2 Análises e comparações
Os valores de pressão acústica e velocidade de volume de origem experimental são
estimados a partir do procedimento de Bannwart (2014) descrito no Anexo B. Desse modo, o
campo é estimado utilizando as Eqs. B.11, B.12 e B.13, reproduzidas abaixo.(︃
𝑝𝑥𝑙
?˜?𝑥𝑙
)︃
= 𝑇1 ×
(︃
𝑝0
?˜?0
)︃
.
(︃
𝑝𝑥𝑟
?˜?𝑥𝑟
)︃
= 𝑇𝑇𝐴𝐶 ×
(︃
𝑝𝑥𝑙
?˜?𝑥𝑙
)︃
.
(︃
𝑝𝑥𝐿
?˜?𝑥𝐿
)︃
= 𝑇2 ×
(︃
𝑝𝑥𝑟
?˜?𝑥𝑟
)︃
.
Neste trabalho, 𝑇1 e 𝑇2 serão aproximados pela solução analítica dada na Eq. B.3,
já que tal equação representa uma boa aproximação para guias em que não há nenhum mate-
rial poroso ou gradiente de temperatura, enquanto as matrizes 𝑇𝑇𝐴𝐶 utilizadas são de origem
experimental (Bannwart, 2014), independentemente se no caso analisado há ou não variação da
temperatura média do fluido na seção transversal. Ainda, destaca-se que os valores no ponto
𝑥 = 𝑥𝑟 serão os mesmos em que 𝑥 = 𝑥𝐿, já que para o motor otimizado sendo modelado
não há uma segunda guia de onda, como apontado nas Tabelas 4.3 e 4.5 (𝐿2 = 0). O ganho
termoacústico em cada motor é calculado por meio da Eq. B.17
𝐺 =
𝑊𝜃
|𝑊𝑝𝑒𝑟| .
Consideram-se então os dados experimentais medidos para o motor de onda estaci-
onária utilizando o material cerâmico como stack. A partir da matriz de transferência do núcleo
termoacústico obtida por Bannwart (2014) e aplicando as Eqs. B.11, B.12 e B.13 é possível es-
timar o campo de pressão acústica e da velocidade de volume em três pontos ao longo do motor
termoacústico, a saber: o ponto inicial ou de entrada do motor (𝑥 = 𝑥0), o ponto de entrada do
núcleo (𝑥 = 𝑥𝑙) e o ponto final do motor (𝑥 = 𝐿). Seria possível também encontrar o campo
de pressão e velocidade no ponto de saída do núcleo (𝑥 = 𝑥𝑟), porém em todos os motores oti-
mizados simulados neste trabalho a saída do núcleo é também o ponto final do motor, ou seja,
𝑥𝑟 = 𝐿. Assim, é possível comparar o campo de pressão e velocidade estimado com o campo
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obtido por meio do modelo generalizado, representado pela Eq. 4.27 quando não há regime de
aquecimento (Caso 2, Seção 5.2.1) e pela Eq. 4.37 quando há regime de aquecimento (Caso
Geral, Seção 5.2.2), para diferentes valores de 𝛼.
No entanto, é preciso ressaltar que diferentemente das simulações realizadas na Se-
ção 4.6, na qual todos os subsistemas do motor foram modelados com diferentes valores de
𝛼, nesta seção somente os subsistemas referentes ao interior do núcleo termoacústico foram
simulados com valores diferentes de 𝛼 = 1, de modo que as guias de onda vazias e sem aque-
cimento foram representadas por modelos de ordem inteira. Tomou-se essa decisão porque as
impedâncias que compõem a matriz de transferência experimental utilizada para comparação
foram medidas somente na entrada e na saída do núcleo termoacústico. Portanto, não seria ra-
zoável utilizar ordens fracionárias para representar o campo de pressão e velocidade na entrada
do motor e do núcleo já que estes dados foram estimados por meio de matrizes analíticas de or-
dem inteira, como nas Eqs. B.11, B.12 e B.13, posto o fato que somente a matriz 𝑇𝑇𝐴𝐶 é obtida
puramente de forma experimental nessas equações. Um outro motivo pelo qual essa abordagem
foi escolhida é que o modelo analítico de Rott, seja através de equações diferenciais ou matrizes
de transferência, proporciona uma boa aproximação da propagação de pressão e velocidade em
guias de onda preenchidas apenas com gás e sem aquecimento. O mesmo nem sempre pode ser
dito no núcleo termoacústico, onde o modelo de Rott de ordem inteira pode se distanciar de
medidas experimentais em virtude de maiores amplitudes de pressão oscilatória causadas pelo
regime de aquecimento ou em razão de tortuosidades e irregularidades nos materiais porosos
do stack (Swift, 1992).
5.2.1 Caso 2 - Sem regime de aquecimento
O campo de pressão e velocidade estimado a partir dos dados experimentais para um
regime sem aquecimento é apresentado nas Tabelas 5.1 e 5.2. A impedância de entrada estimada
por meio da Eq. B.10 e da matriz experimental 𝑇𝑇𝐴𝐶 é de 1.013× 107 − 8.136× 105𝑖 Pa.s/m³,
a frequência de operação utilizada é de 38 Hz e as condições do fluido de trabalho, dimensões
do motor e características do material do stack podem ser conferidas nas Tabelas 4.2, 4.3 e 4.4
respectivamente.
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Os campos de pressão e velocidade obtidos através do modelo de Rott de ordem
inteira, ou seja, da Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 estão dispostos nas Tabelas 5.3 e 5.4. Em razão da
modelagem analítica de ordem inteira para estimar o campo nos pontos 𝑥0 e 𝑥𝑙, nota-se que
nesses pontos tanto os valores de pressão e velocidade calculados quanto os estimados expe-
rimentalmente são idênticos. Desse modo, somente as magnitudes na posição 𝑥𝑟 ou 𝐿 serão
comparados para diferentes valores de 𝛼. As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam as magnitudes dos
diferentes campos de pressão e velocidade obtidos por meio da Eq. 4.27 e calculados no ponto
𝑥 = 𝐿 para 0.95 ≤ 𝛼 ≤ 1.
Tabela 5.1: Pressão e velocidade estimados a partir dos dados experimentais (Caso 2).
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 + 0 𝑖 9.812× 10−8 + 7.884× 10−9 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑙 −0.9507 + 6.674× 10−4 𝑖 5.170× 10−10 + 6.605× 10−7 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 −1.021 + 4.453× 10−2 𝑖 2.217× 10−22 + 9.529× 10−22 𝑖
Tabela 5.2: Magnitudes de pressão e velocidade estimadas a partir dos dados experimentais
(Caso 2).
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 9.844× 10−8
𝑥 = 𝑥𝑙 0.9507 6.605× 10−7
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 1.022 9.784× 10−22
Os campos de pressão e velocidade obtidos através do modelo de Rott de ordem
inteira, ou seja, da Eq. 4.27 com 𝛼 = 1 estão dispostos nas Tabelas 5.3 e 5.4. Em razão da
modelagem analítica de ordem inteira para estimar o campo nos pontos 𝑥0 e 𝑥𝑙, nota-se que
nesses pontos tanto os valores de pressão e velocidade calculados quanto os estimados expe-
rimentalmente são idênticos. Desse modo, somente as magnitudes na posição 𝑥𝑟 ou 𝐿 serão
comparados para diferentes valores de 𝛼. As Tabelas 5.5 e 5.6 apresentam as magnitudes dos
diferentes campos de pressão e velocidade obtidos por meio da Eq. 4.27 e calculados no ponto
𝑥 = 𝐿 para 0.95 ≤ 𝛼 ≤ 1.
Na Tabela 5.5 verifica-se que a magnitude da pressão acústica no modelo genera-
lizado para valores de 𝛼 < 1 é menor do que a magnitude da pressão estimada experimental-
mente, com seu erro absoluto aumentando conforme 𝛼 se distancia de 1. Desse modo, constata-
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Tabela 5.3: Pressão e velocidade calculados com 𝛼 = 1 para o Caso 2.
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 + 0 𝑖 9.812× 10−8 + 7.884× 10−9 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑙 −0.9507 + 6.674× 10−4 𝑖 5.170× 10−10 + 6.605× 10−7 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 −1.006 + 2.718× 10−2 𝑖 3.580× 10−8 + 6.785× 10−7 𝑖
Tabela 5.4: Magnitudes de pressão e velocidade calculadas com 𝛼 = 1 para o Caso 2.
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 9.844× 10−8
𝑥 = 𝑥𝑙 0.9507 6.605× 10−7
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 1.006 7.671× 10−8
se que valores de 𝛼 menores ainda que 0.95 se distanciariam mais ainda do valor de pressão
obtido experimentalmente. Por outro lado, observa-se que o valor de 𝛼 = 1 fornece o menor
erro absoluto ( 0.01577 Pa) e relativo (1.54%) em comparação aos valores não-inteiros, indi-
cando que para este caso o modelo de ordem inteira possui uma melhor aproximação aos dados
de origem experimental quando confrontado com os modelos fracionários simulados.
Tabela 5.5: Comparação entre a magnitude de pressão calculada com diferentes valores de 𝛼 e
a estimada experimentalmente para o Caso 2.
𝛼 Pressão [Pa] Erro absoluto [Pa] Erro relativo
0.95 1.00397 0.0177469 0.0173697
0.96 1.00448 0.0172343 0.0168680
0.97 1.00493 0.0167833 0.0164266
0.98 1.00532 0.0163909 0.0160426
0.99 1.00566 0.0160544 0.0157132
1.00 1.00594 0.0157710 0.0154358
A comparação em relação à velocidade de volume é realizada de uma forma um
pouco diferente, já que o valor de velocidade estimada experimentalmente no ponto 𝑥 = 𝐿
(Tabela 5.2) é justamente o "zero de máquina" utilizado para representar o final do motor e,
consequentemente, a ausência de velocidade acústica no fluido de trabalho. Desse modo, as
velocidades calculadas a partir do modelo generalizado para diferentes valores de 𝛼 são apre-
sentadas na Tabela 5.6 junto aos seus erros absolutos, que são os mesmos valores que suas
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respectivas velocidades pelo fato do valor experimental comparado ser efetivamente zero. Por
essa mesma razão o erro relativo não é apresentado na tabela. Finalmente, pode-se verificar que
a tendência observada na análise dos diferentes valores de pressão é repetida aqui, ao passo que
o modelo utilizando 𝛼 = 1 também é o que exibe um menor erro, ou seja, aproxima-se mais da
velocidade zero.
A partir dos valores de pressão e velocidade obtidos dos modelos com diferentes
valores de 𝛼 é possível calcular o ganho termoacústico fornecido pelo motor em análise por
meio da Eq. B.17 e comparar ao ganho calculado a partir dos dados de origem experimental,
como apresentado na Tabela 5.7. É possível notar que o ganho identificado a partir das medidas
experimentais é naturalmente próximo a zero, já que não há regime de aquecimento, e o ganho
que mais se aproxima de zero é mais uma vez o calculado com 𝛼 = 1, com o valor de -0.3551.
Ressalta-se que valores de ganho nulos ou negativos indicam que a amplificação termoacústica
neste motor não é suficiente nem para vencer as perdas termo-viscosas presentes no núcleo, o
que está em concordância com os parâmetros de simulação utilizados para o motor do Caso 2
(ausência de regime de aquecimento).
Tabela 5.6: Comparação entre a magnitude de velocidade calculada com diferentes valores de
𝛼 e a estimada experimentalmente para o Caso 2.
𝛼 Velocidade [m³/s] Erro absoluto [m³/s]
0.95 1.367 ×10−7 1.367 ×10−7
0.96 1.241 ×10−7 1.241 ×10−7
0.97 1.118 ×10−7 1.118 ×10−7
0.98 9.973 ×10−8 9.973 ×10−8
0.99 8.803 ×10−8 8.803 ×10−8
1.00 7.671 ×10−8 7.671 ×10−8
5.2.2 Caso Geral - Com regime de aquecimento
O campo de pressão e velocidade estimado a partir dos dados experimentais para um
regime com aquecimento é apresentado nas Tabelas 5.8 e 5.9. A impedância de entrada estimada
por meio da Eq. B.10 e da matriz experimental 𝑇𝑇𝐴𝐶 é de−8.858×106−1.466×105𝑖 Pa.s/m³, a
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Tabela 5.7: Comparação entre o ganho termoacústico calculado a partir das medidas
experimentais e dos modelos desenvolvidos com 0.95 ≤ 𝛼 ≤ 1 para o Caso 2
Modelo Ganho
Experimental 0.0004743
𝛼 = 1.00 −0.3474
𝛼 = 0.99 −0.3551
𝛼 = 0.98 −0.3630
𝛼 = 0.97 −0.3709
𝛼 = 0.96 −0.3790
𝛼 = 0.95 −0.3871
frequência de operação utilizada é de 121 Hz e as condições do fluido de trabalho, características
do material do stack e dimensões do motor podem ser conferidas nas Tabelas 4.2, 4.4 e 4.5
respectivamente.
Tabela 5.8: Pressão e velocidade estimados a partir dos dados experimentais para o Caso Geral.
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 + 0 𝑖 −1.129× 10−7 + 1.868× 10−9 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑙 −0.7053− 0.05177 𝑖 1.156× 10−7 + 1.533× 10−6 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 −1.182− 0.2694 𝑖 7.941× 10−23 + 4.235× 10−21 𝑖
Tabela 5.9: Magnitudes de pressão e velocidade estimadas a partir dos dados experimentais
para o Caso Geral
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 1.129× 10−7
𝑥 = 𝑥𝑙 0.7072 1.537× 10−6
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 1.213 4.236× 10−21
Os campos de pressão e velocidade obtidos através do modelo de Rott de ordem
inteira, ou seja, da Eq. 4.37 com 𝛼 = 1 estão dispostos nas Tabelas 5.10 e 5.11. Em razão da
modelagem analítica de ordem inteira para estimar o campo nos pontos 𝑥0 e 𝑥𝑙, nota-se que
nesses pontos os valores de pressão e velocidade são idênticos. Desse modo, de forma análoga
ao Caso 2, somente as magnitudes na posição 𝑥𝑟 ou 𝐿 serão comparados para diferentes valores
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de 𝛼. As Tabelas 5.12 e 5.13 apresentam as magnitudes dos diferentes campos de pressão e
velocidade obtidos por meio da Eq. 4.37 e calculados no ponto 𝑥 = 𝐿 para 0.95 ≤ 𝛼 ≤ 1.
Tabela 5.10: Pressão e velocidade calculados com 𝛼 = 1 para o Caso Geral.
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 + 0 𝑖 −1.129× 10−7 + 1.868× 10−9 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑙 −0.7053− 0.05177 𝑖 1.156× 10−7 + 1.533× 10−6 𝑖
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 −1.126− 0.1608 𝑖 −2.194× 10−8 + 1.514× 10−7 𝑖
Tabela 5.11: Magnitudes de pressão e velocidade calculadas com 𝛼 = 1 para o Caso Geral.
𝑥 [m] Pressão [Pa] Velocidade [m³/s]
𝑥 = 0 1 1.129× 10−7
𝑥 = 𝑥𝑙 0.7072 1.537× 10−6
𝑥 = 𝑥𝑟 = 𝐿 1.137 1.530× 10−7
Na Tabela 5.12 verifica-se mais uma vez que tanto a magnitude quanto a parte real
da pressão acústica no modelo generalizado para valores de 𝛼 < 1 é menor do que a pressão
estimada experimentalmente, com seu erro absoluto aumentando conforme 𝛼 fica menor. De
forma análoga ao ocorrido no Caso 2, tanto a magnitude quanto a parte real da pressão possuem
uma melhor concordância com os dados experimentais quando 𝛼 = 1. No entanto, uma dife-
rença bastante relevante entre os resultados obtidos para os dois casos pode ser apontada. Para
o Caso 2 o menor erro relativo encontrado para a magnitude de pressão foi de 1.54% contra
7.54% para o Caso Geral, uma diferença significativa que aponta na direção de que o modelo de
Rott pode ser menos preciso em alguns casos. Ainda assim, nenhum valor de 𝛼 < 1 proporcio-
nou uma melhor aproximação da pressão acústica em relação aos dados de origem experimental
para os dois casos comparados, o que pode sugerir que um valor de 𝛼 > 1 seja capaz de atingir
tal objetivo. Entretanto, o modelo utilizado neste trabalho definido pela Eq. 4.10 não permite
que esta abordagem seja estendida para além do intervalo 0.5 < 𝛼 ≤ 1, de modo que esta
análise seja deixada para um futuro trabalho.
Como descrito para o Caso 2, a comparação em relação à velocidade de volume
é realizada a partir da checagem de qual 𝛼 faz o modelo generalizado chegar mais próximo a
zero, que é efetivamente o valor da velocidade experimental no ponto 𝑥𝑟 dada pela Tabela 5.9.
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Tabela 5.12: Comparação entre a pressão calculada com diferentes valores de 𝛼 e a estimada
experimentalmente para o Caso Geral.
𝛼 𝑅𝑒[𝑝] [Pa] Erro Real [Pa] |𝑝| [Pa] Erro Abs. [Pa]
0.95 -1.0771 0.1053 1.0948 0.1180
0.96 -1.0926 0.08981 1.1089 0.1039
0.97 -1.1049 0.07755 1.1198 0.09294
0.98 -1.1143 0.06815 1.1279 0.08479
0.99 -1.1212 0.06126 1.1337 0.07906
0.995 -1.1238 0.05866 1.1357 0.07700
1 -1.1259 0.05657 1.1373 0.07544
Entretanto, as partes reais e magnitudes dos modelos obtidos por meio de diferentes valores de
𝛼 apresentados na Tabela 5.13 não sinalizam uma tendência muito clara como a visualizada
na investigação dos resultados de pressão. O módulo da parte real da velocidade não se altera
muito dentro do intervalo de 𝛼 analisado e parece diminuir nos modelos com menor valor de
𝛼 enquanto as magnitudes de velocidade são menores no ponto em que 𝛼 = 0.98 e crescem
conforme 𝛼 diminui ou se aproxima de 1. Esse comportamento díspar pode estar relacionado
ao papel que a parte imaginária da velocidade de volume exerce sobre sua magnitude, já que ela
é significantemente maior que a parte real, como demonstrado nas Figuras 4.36 e 4.37. Desse
modo, parece razoável levar em consideração somente a magnitude da velocidade, que indica
um erro absoluto menor quando 𝛼 = 0.98.
Tabela 5.13: Comparação entre a velocidade calculada com diferentes valores de 𝛼 e a
estimada experimentalmente para o Caso Geral.
𝛼 𝑅𝑒[?˜? ] [m³/s] Erro Real [m³/s] |?˜? | [m³/s] Erro Abs. [m³/s]
0.95 -2.1133 ×10−8 2.1133 ×10−8 2.9650 ×10−7 2.9650 ×10−7
0.96 -2.4154 ×10−8 2.4154 ×10−8 1.9374 ×10−7 1.9374 ×10−7
0.97 -2.5514 ×10−8 2.5514 ×10−8 9.9562 ×10−8 9.9562 ×10−8
0.98 -2.5455 ×10−8 2.5455 ×10−8 2.6475 ×10−8 2.6475 ×10−8
0.99 -2.4196 ×10−8 2.4196 ×10−8 7.8916 ×10−8 7.8916 ×10−8
0.995 -2.3180 ×10−8 2.3180 ×10−8 1.1632 ×10−7 1.1632 ×10−7
1 -2.1936 ×10−8 2.1936 ×10−8 1.5297 ×10−7 1.5297 ×10−7
Como apresentado na Tabela 5.14, o ganho termoacústico calculado a partir dos da-
dos experimentais é de 3.35. Um ganho maior que 1 indica que o motor termoacústico analisado
pode gerar uma amplificação termoacústica capaz de superar perdas termo-viscosas no núcleo
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e nos guias de onda, gerando assim uma onda de propagação autossustentada. O ganho obtido
pelo modelo para os valores de 𝛼 simulados mais próximo ao experimental foi de 3.357, com
erro relativo de 0.21%. Este ganho foi obtido com 𝛼 = 1, em concordância com os valores de
pressão e velocidade encontrados.
Tabela 5.14: Comparação entre ganho termoacústico calculado a partir das medidas
experimentais e dos modelos desenvolvidos com diferentes valores de 𝛼 para o Caso Geral.
Modelo Ganho
Experimental 3.350
𝛼 = 1 3.357
𝛼 = 0.995 3.502
𝛼 = 0.99 3.652
𝛼 = 0.98 3.967
𝛼 = 0.97 4.302
𝛼 = 0.96 4.656
𝛼 = 0.95 5.030
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6 CONCLUSÕES
Neste trabalho, uma generalização para a equação linear da propagação de pressão
acústica de Rott, dada pela Eq. 4.10, foi proposta por meio da aplicação do cálculo de ordem
fracionária. O modelo abordado descreve as condições operacionais de um motor termoacústico
a onda estacionária, que pode ser utilizado dentro do contexto de regeneração de energia.
Uma solução para o modelo generalizado foi derivada por meio do método de séries
de potências fracionárias, sendo representada pela Eq. 4.37. Os resultados de simulações apre-
sentados ao longo do Capítulo 4 para diferentes casos verificam a generalização, já que quando
𝛼 = 1 as expressões obtidas recuperam as suas soluções correspondentes de ordem inteira. A
partir desses resultados, pode-se também observar que o parâmetro extra 𝛼 nas equações pro-
voca um comportamento de atenuação às curvas de pressão quando 𝛼 < 1, de modo que isso
pode representar mais fielmente a realidade ao esboçar efeitos não-lineares que o modelo de
Rott não contempla. Essa maior fidelidade advém do fato que o ajuste da ordem fracionária
é feito a partir de dados experimentais, que carregam implicitamente todas as informações do
modelo físico real.
Desse modo, uma confrontação entre valores de pressão e velocidade estimados
a partir de dados experimentais e os obtidos por meio do modelo generalizado para diferen-
tes valores de 𝛼 foi efetuada no Capítulo 5. Os testes foram realizados para um motor a onda
estacionária sem aquecimento (correspondente ao Caso 2) e com aquecimento (Caso Geral).
No primeiro, o modelo simulado com 𝛼 = 1 proporcionou valores de pressão e velocidade
de volume mais próximos aos experimentais, de modo que nenhuma simulação realizada com
𝛼 < 1 tenha gerado melhores resultados. No segundo, o menor erro identificado para a pressão
acústica também correspondeu ao modelo com 𝛼 = 1. No entanto, em relação à magnitude
da velocidade de volume, o modelo com 𝛼 = 0.98 resultou em um menor erro em comparação
ao valor estimado experimentalmente. Os ganhos termoacústicos, para ambos os casos, também
tiveram uma melhor aproximação com 𝛼 = 1. Observa-se que a discrepância identificada para a
velocidade de volume ocorre somente no Caso Geral, no qual há aquecimento do núcleo termo-
acústico, o que pode indicar que a origem da diferença esteja na simplificação da distribuição de
temperatura para um perfil linear. Embora esta seja uma aproximação razoável, ajustada com
base na condição de contorno da parede rígida na extremidade do motor, ela certamente não
corresponde à realidade experimental, na qual a distribuição de temperatura não é linear.
103
Esses resultados em geral mostram que os modelos de ordem inteira parecem ser
mais eficientes em descrever o motor termoacústico para os casos analisados em comparação
aos dados de origem experimental. De todo modo, as ordens arbitrárias investigadas foram so-
mente as presentes dentro dos intervalos 0.5 < 𝛼 ≤ 1 e 1 < 2𝛼 ≤ 2. É possível que um novo
modelo que admita valores de 𝛼 > 1 seja desenvolvido e que este contemple um valor de 𝛼 que
proporcione uma maior fidelidade aos dados experimentais. Uma outra alternativa de investi-
gação é a utilização de um modelo em que as ordens arbitrárias não estejam obrigatoriamente
atreladas, substituindo 2𝛼 por 𝛽 como proposto na Eq. 4.11. Essas possibilidades podem ser
exploradas em estudos futuros, de forma que a solução desenvolvida neste trabalho possa ser
aperfeiçoada, cobrindo um intervalo maior de ordens arbitrárias e podendo ser aplicada a dife-
rentes tipos de motores termoacústicos.
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ANEXO A – A equação linear de Rott
Nesta seção, apresentam-se as variáveis e equações fundamentais usadas por Rott
para compor sua aproximação linear da equação de propagação da pressão acústica (Rott, 1969;
Swift, 2002). A nomenclatura de cada variável e a forma das equações segue a convenção usada
no trabalho de Bannwart (2014).
A equação de Rott descreve o movimento de uma partícula acústica do fluido de
trabalho em um poro ou tubo sob um gradiente de temperatura não-nulo. Quando considerado
um problema geral tri-dimensional, as variáveis usadas em relação ao fluido de trabalho são a
pressão 𝑝, a velocidade ?⃗?, a densidade 𝜌, a temperatura 𝑇 e a entropia específica 𝑠. Cada uma
delas possui um componente estático, ou médio (apresentado aqui com o subscrito 𝑚) e outro
componente oscilatório, chamadas de variáveis complexas ou acústicas e representadas com um
til (por exemplo, pressão acústica 𝑝). As variáveis do modelo geral são
𝑝(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑝𝑚 + 𝑝(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡), (A.1)
?⃗?(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = ?⃗?𝑚 + ⃗˜𝑣(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡), (A.2)
𝜌(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝜌𝑚(𝑥) + 𝜌(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡), (A.3)
𝑇 (𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑇𝑚(𝑥) + 𝑇 (𝑥,𝑦,𝑧,𝑡), (A.4)
𝑠(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡) = 𝑠𝑚(𝑥) + 𝑠(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡). (A.5)
Nas Eqs. A.3 a A.5 a parte estática das variáveis apresentadas varia ao longo da
direção de propagação acústica 𝑥 devido ao fato de que na termoacústica um gradiente de tem-
peratura pode estar sendo imposto nessa direção em alguma região ao longo do domínio. A
equação de propagação termoacústica foi derivada por Rott a partir das equações fundamentais,
a saber: equação da continuidade
𝜕𝜌
𝜕𝑡
+ ∇⃗.(𝜌?⃗?) = 0, (A.6)
equação de quantidade de movimento (com 𝜇 e 𝜇𝑣 sendo as viscosidades de cisalhamento e de
volume, respectivamente)
𝜌
𝜕?⃗?
𝜕𝑡
= −∇⃗𝑝 + 𝜇∇⃗2?⃗? +
(︁
𝜇𝑣 +
𝜇
3
)︁
∇⃗(∇⃗.?⃗?), (A.7)
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equação de conservação da energia escrita para a entropia (com ?¯? representando a condutividade
térmica e ?¯? o tensor de viscosidade, respectivamente)
𝜌𝑇
𝜕𝑠
𝜕𝑡
= ∇⃗.(?¯?∇⃗𝑇 ) + ?¯?.∇.(?⃗?). (A.8)
As equações de conservação são complementadas com as relações para gases per-
feitos
𝑑𝜌 = − 𝜌
𝑇
𝑑𝑇 +
𝛾
𝑐20
𝑑𝑝, (A.9)
𝑑𝑠 =
𝐶𝑃
𝑇
𝑑𝑇 − 1
𝜌𝑇
𝑑𝑝, (A.10)
𝑐0 =
√︂
𝛾𝑅𝑇
𝑀𝑚𝑜𝑙
, (A.11)
onde 𝑅 é a constante de gás perfeito, 𝑐0 a velocidade do som, 𝛾 o coeficiente politrópico, 𝐶𝑃 a
capacidade calorífica à pressão constante e 𝑀𝑚𝑜𝑙 a massa molar do fluido de trabalho.
Rott utilizou algumas hipóteses simplificadoras para construir o seu modelo. Den-
tre elas cita-se que o movimento das partículas do fluido foi considerado harmônico, oscilando
em uma frequência 𝜔, de modo que a notação complexa 𝑒−𝑖𝜔𝑡 é utilizada e as equações são
representadas no formato de Helmholtz. O fluido foi considerado um gás perfeito. Rott adotou
também as condições de não-deslizamento, sólido perfeitamente rígido, continuidade de tem-
peraturas e fluxos de calor nas interfaces sólido/fluido. Ainda, a onda acústica é plana e propaga
na direção 𝑥. Como o fluido está confinado, a velocidade média de suas partículas é zero e o seu
regime de escoamento considerado laminar. A amplitude das oscilações foi considerada cons-
tante por Rott ao longo do eixo perpendicular à propagação. A variação de condução térmica ao
longo do eixo 𝑥, tanto do fluido quanto das paredes sólidas, é negligenciável em relação à escala
temporal do movimento acústico. Nesse modelo, a temperatura média da seção transversal do
fluido é considerada a mesma que a do sólido em um determinado ponto do domínio 𝑥.
Após tais hipóteses simplificadoras, as variáveis utilizadas no modelo de Rott são
𝑝 = 𝑝𝑚 + 𝑅𝑒[𝑝(𝑥)𝑒
−𝑖𝜔𝑡], (A.12)
𝑈 = 𝑅𝑒[?˜?(𝑥)𝑒−𝑖𝜔𝑡], (A.13)
𝑢 = 𝑅𝑒[?˜?(𝑥,𝑦,𝑧)𝑒−𝑖𝜔𝑡], (A.14)
𝑇 = 𝑇𝑚(𝑥) + 𝑅𝑒[𝑇 (𝑥,𝑦,𝑧)𝑒
−𝑖𝜔𝑡], (A.15)
113
𝜌 = 𝜌𝑚(𝑥) + 𝑅𝑒[𝜌(𝑥,𝑦,𝑧)𝑒
−𝑖𝜔𝑡], (A.16)
sendo 𝑢 a velocidade das partículas na direção 𝑥 e 𝑈 a velocidade de volume do fluido.
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ANEXO B – Matrizes de transferência experimentais
Os procedimentos utilizados neste trabalho para lidar com as matrizes de transfe-
rência experimentais utilizadas foram os utilizados por Bannwart (2014) para descrição de mo-
tores termoacústicos, conforme reproduzido nesta seção anexa. O procedimento foi realizado
por Bannwart (2014) para um núcleo termoacústico como o esquematizado na Figura 4.33 e as
matrizes correspondentes a um motor termoacústico de onda estacionária definidas na forma(︃
𝑝𝐿
?˜?𝐿
)︃
= 𝑇𝑇𝑂𝑇 ×
(︃
𝑝0
?˜?0
)︃
=
(︃
𝑇𝑝𝑝 𝑇𝑝𝑢
𝑇𝑢𝑝 𝑇𝑢𝑢
)︃
×
(︃
𝑝0
?˜?0
)︃
, (B.1)
onde 𝑝𝐿 = 𝑝(𝑥 = 𝐿), 𝑝0 = 𝑝(𝑥 = 0), ?˜?𝐿 = ?˜?(𝑥 = 𝐿) e ?˜?0 = ?˜?(𝑥 = 0). 𝑇𝑇𝑂𝑇 é a matriz de
transferência referente a todo o domínio de 0 a 𝐿 e é segmentada de acordo com os diferentes
componentes do motor, de modo que
𝑇𝑇𝑂𝑇 = 𝑇2 × 𝑇𝑇𝐴𝐶 × 𝑇1 = 𝑇2 ×𝑊2 ×𝑊 × 𝑆 ×𝑊1 × 𝑇1, (B.2)
onde 𝑇1 e 𝑇2 são as matrizes de transferência referentes ao primeiro e ao segundo guia de
onda do motor. 𝑇𝑇𝐴𝐶 diz respeito a todo o núcleo termoacústico, podendo ser representada por
uma única matriz ou por um conjunto, no qual 𝑊1 e 𝑊2 referem-se aos encaixes de guias de
ondas vazias no núcleo, 𝑆 à parte ativa e 𝑊 à parte passiva do núcleo, como esquematizado na
Figura B.1, que é uma representação do núcleo real dos experimentos de Bannwart (2014) da
Figura B.2.
Quando não há um gradiente de temperatura imposto, a matriz de transferência
para guias de onda vazias pode ser representada a partir da solução analítica da equação de
propagação por meio da matriz
𝑊 =
(︃
𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑊𝑑) 𝑖𝑍
(𝑊 )
𝑐 𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑊𝑑)
𝑖/(𝑍
(𝑊 )
𝑐 )𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑊𝑑) 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑊𝑑)
)︃
, (B.3)
em que 𝑑 é o comprimento no eixo 𝑥 do guia de onda em questão, 𝑍(𝑊 )𝑐 é a impedância carac-
terística referente a um componente de propagação vazio, dada por
𝑍(𝑊 )𝑐 =
𝜌𝑚𝑐0
𝑆𝑤[(1− 𝑓 (𝑊 )𝜈 )(1 + (𝛾 − 1)𝑓 (𝑊 )𝜅 )]1/2
(B.4)
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Figura B.1: Representação esquemática do núcleo do motor termoacústico com divisões das
matrizes de transferência. Adaptado de Bannwart (2014).
Figura B.2: Núcleo termoacústico experimental. Reproduzido de Bannwart (2014).
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e 𝑘𝑊 é o número de onda em guias em que há a ausência de material poroso, sendo representada
pela equação
𝑘𝑊 = 𝑘0
√︃
1 + (𝛾 − 1)𝑓 (𝑊 )𝜅
1− 𝑓 (𝑊 )𝜈
. (B.5)
A matriz de transferência é representada para a parte ativa do núcleo (onde há ma-
terial poroso) por
𝑆 =
(︃
𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑆∆𝑥) 𝑖𝑍
(𝑆)
𝑐 𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑆∆𝑥)
𝑖/(𝑍
(𝑆)
𝑐 )𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑆∆𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑆∆𝑥)
)︃
, (B.6)
onde ∆𝑥 é o comprimento da parte ativa em relação ao eixo 𝑥, enquanto 𝑍(𝑆)𝑐 e 𝑘𝑆 são dados,
respectivamente, por
𝑍(𝑆)𝑐 =
𝜌𝑚𝑐0
𝑆𝑠[(1− 𝑓 (𝑆)𝜈 )(1 + (𝛾 − 1)𝑓 (𝑆)𝜅 )]1/2
(B.7)
e
𝑘𝑆 = 𝑘0
√︃
1 + (𝛾 − 1)𝑓 (𝑆)𝜅
1− 𝑓 (𝑆)𝜈
. (B.8)
Para a determinação da impedância acústica no ponto 𝑥 = 0 do sistema, onde há
uma membrana, ou carga acústica. Bannwart (2014) levou em consideração que a extremidade
fechada na ponta 𝑥 = 𝐿 é perfeitamente rígida, de modo que ?˜?𝐿 = 0, e a impedância nesse
ponto tenda ao infinito, já que 𝑍𝐿 = 𝑝𝐿/?˜?𝐿. Assim, a partir da Eq. B.1(︃
𝑝0
?˜?0
)︃
= 𝑇−1𝑇𝑂𝑇 ×
(︃
𝑝𝐿
0
)︃
=
(︃
𝐴𝑝𝑝 𝐴𝑝𝑢
𝐴𝑢𝑝 𝐴𝑢𝑢
)︃
×
(︃
𝑝𝐿
0
)︃
, (B.9)
e a impedância de entrada é representada através da expressão:
𝑍0 =
𝐴𝑝𝑝
𝐴𝑢𝑝
. (B.10)
A impedância de entrada dada pela Eq. B.10 pode ser calculada tanto analitica-
mente, utilizando as aproximações para as matrizes como nas Eqs. B.3 e B.6, ou encontrada
através de medições experimentais, como o caso do valor utilizado para as simulações do Ca-
pítulo 5 deste trabalho. Assim, ao determinar 𝑍0 as frequências de ressonância do sistema, que
variam com a temperatura, são conhecidas.
A pressão no ponto inicial é definida arbitrariamente por Bannwart (2014), de modo
que as variações ao longo do motor sejam em relação a tal parâmetro. Desse modo, fixou-se
𝑝(0) = 𝑝0 = 1. A velocidade de volume no ponto 𝑥 = 0 foi encontrada mais uma vez através
da impedância por ?˜?0 = 𝑝0/𝑍0. Assim, após aplicação do mesmo conceito apresentado na
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Eq. B.1, Bannwart (2014) calculou as pressões e velocidades de volume ao longo do motor
termoacústico. Dessa forma, a pressão na entrada do núcleo (𝑥 = 𝑥𝑙), na saída do núcleo (𝑥 =
𝑥𝑟) e no último ponto do motor (𝑥 = 𝐿) são conhecidas a partir das Eqs. B.11, B.12 e B.13,
respectivamente. (︃
𝑝𝑥𝑙
?˜?𝑥𝑙
)︃
= 𝑇1 ×
(︃
𝑝0
?˜?0
)︃
. (B.11)
(︃
𝑝𝑥𝑟
?˜?𝑥𝑟
)︃
= 𝑇𝑇𝐴𝐶 ×
(︃
𝑝𝑥𝑙
?˜?𝑥𝑙
)︃
. (B.12)
(︃
𝑝𝑥𝐿
?˜?𝑥𝐿
)︃
= 𝑇2 ×
(︃
𝑝𝑥𝑟
?˜?𝑥𝑟
)︃
. (B.13)
As potências ativas em cada um dos pontos de interesse de motor são conhecidas
através da relação
𝐼(𝑥) =
1
2
𝑅𝑒[𝑝(𝑥)?˜?*(𝑥)], (B.14)
onde ?˜?*(𝑥) significa a parte conjugada da velocidade de volume. A potência perdida nas guias
de onda 1 e 2 é calculada com
𝑊𝑝𝑒𝑟 = (𝐼𝑥𝑙 − 𝐼0) + (𝐼𝐿 − 𝐼𝑥𝑟), (B.15)
e a potência acústica produzida ou consumida pelo efeito termoacústico no núcleo com
𝑊𝜃 = (𝐼𝑥𝑟 − 𝐼𝑥𝑙). (B.16)
O ganho termoacústico 𝐺 é calculado a partir das potências calculadas no motor pela razão
𝐺 =
𝑊𝜃
|𝑊𝑝𝑒𝑟| . (B.17)
